Ministerul invé‘gémantului
Universitatea "POLITEHNICA” Bucuresti

Facultatea de Electrotehnici

CAMPUL ELECTROMAGNETIC AL
CORPURILOR IN MISCARE

TEZA DE DOCTORAT

Autor: Conducator stiintific:

Ing. Gabriel PREDA Prof.Dr.Doc.Ing. Constantin MOCANU

Bucuresti
1998






Multumiri

Incepand si pregitesc aceastd lucrare, nu stiam cate dificultiti voi Intampina pe
parcurs. Tin sa mulfumesc celor care, fiind alaturi de mine, au facut posibila finalizarea
acestel teze.

Multumesc in primul rand domnului Profesor Dr. Doc. Ing. Constantin I. Mocanu,
indrumatorul stiintific al tezei. Mai Intai, ii multumesc pentru ca a avut generozitatea
sd ma Indrume catre o tema de cercetare atat de dificild gi pasionanta, in acelasi timp.
Apol, pentru ca exigenta, rigoarea gi spiritul patrunzator al dommniei sale au modelat de
la inceput lucrarea mea, impunandu-i un anumit stil stiintific.

Tin s& mulfumesc in mod deosebit domnului Profesor Dr. Ing. Florea loan Hantild, care
a fost, de la Inceput si pana la redactarea finala a tezei gata mereu sa raspunda intreb&rilor
mele, sa-mi ofere solutii si deschideri teoretice, sa-mi indrume pasii in domeniul calculului
numeric. Lucrdrile care stau la baza acestei teze sunt dezvoltate in colaborare cu domnia
sa. Contributia domniei sale este mai mult decat substantiald la pregétirea si redactarea
acestel teze.

Multfumesc domnului Profesor Dr. Ing. Augustin Moraru, pentru sfaturile si indemnurile
cu privire la forma gi redactarea tezei, pentru observatiile si pentru acele intrebiri pe
care, mulfumita domniei-sale, am ajuns sa mi le pun.

O mare pondere In aceasta teza o au aplicatiile numerice. Fara sprijinul neconditonat,
asistenta permanentd gi conditiile deosebite asigurate de intreg colectivul Laboratorului
de Metode Numerice gi In primul rand, Profesorul Dr. Ing. Ioan Daniel, seful acestui
laborator, munca mea ar fi fost mult mai dificild. Apreciez in mod deosebit sansa de
a utiliza resursele software gi hardware din acest laborator. Multumesc doamnelor Dr.
Ing. Irina Munteanu gi Drd. Ing. Gabriela Ciuprina pentru constantul sprijin acordat si
pentru ca mi-au inoculat virusul BTEX.

Aplicatiile paralele prezentate in anexa au fost dezvoltate pentru prima oars in laboratorul
domnului Profesor Guglielmo Rubinacci, de la Universitatea din Cassino. Deasemenea,
o parte din rezultatele prezentate in tezd se bazeazd pe lucrari publicate impreuns cu
domnia sa. Niciodata nu ii voi putea mulfumi cu adevirat pentru ceea ce m-a invitat si
pentru ceea ce mi-a daruit.

O parte din rezultatele prezentate in teza sunt obtinute folosind resursele de calcul oferite
de domnul Profesor Dr. Doc. Ing. Andrei Tugulea. Ii multumesc si pe aceastd cale,
sperand sd-i pot arata mereu recunostinta mea. Datorez multumiri domnilor Drd. Ing.
Ioan Gheorma gi Dr. Ing. Cornel Petrache, care mi-au pus la dispozitie programele de
calcul ale domniilor lor, pe baza carora am realizat primele versiuni ale preprocesoarelor
folosite in aplicatiile numerice. Sfaturile si asistenta lor prieteneasca mi-au oferit de multe
ori solufia cdutatd ori limpezimea de spirit pentru a o gési singur. Domnului Bogdan
Cranganu-Cretu 1i mulumesc pentru spiritul de fair-play si competitie stiintificd pe care
a reugit sa mi-l transmita.

Iara sprijinul constant al familiei mele gi in primul rdnd al sotiei mele Cristina nu ag {i
incheiat niciodata aceasta munca.

Tuturor celor mentionati gi multor altora, pe care nu i-am numit aici, le multumesc.



B

Cuprins



Cuprins

1 Introducere

2 Formularea problemei de calcul al campului electromagnetic pentru

medii in miscare si corpuri supraconductoare

o

1

oo
[N

S

<t

Ecuatiile din domeniul de calcul

Conditiile de trecere (CT) . . . . . . . .. ... ... . ... ...

Conditiile de frontierda (FR) . . .. . ... ... ... ... ... ...

Conditiile initiale (CI) . . . ... ... ... ...

Teorema de unicitate . . . . . . . . .

3 Metode numerice de calcul pentru regimul cvasistationar

3.1

3.3

Metode diferentiale . . . . . . . ...
3.1.1 Formulareain A —V.A . ... ... ... .
3.1.2  Formulareain A—V,® . ... . ... L.
3.1.3 Formulareain (A—V,A—¢) . . ... ... .. ... ... . ...
3.1.4 Formulareain T—Q . . . . .. .. ... .. ...
3.1.5 Formulareain T—WU, & . . . ... .. ... ... ... ......
3.1.6  Formulareain (T —W, &, A) . . ... ... ... .. ........
3.1.7 Formulareain (A—W —®) . .. ... ... .. . ... ...,
3.1.8  Formulareain A*—¢¢. . . . . . .. ...
Metode BEM — FEM . . . .. .. .
3.2.1 Formularea electrica . . . ... ... ... ... ... ... ...
3.2.2  Formularea magnetica . . . . . . . . ... .00

Metode hibride

17
17
18
20
21
23
24

26
27
29
29
30



Cuprins

331 Formulareain H . . .. . . . . ..o 32
332 Formulareain B . . . . . . .32
3.4 Metoda integralda Albanese-Rubinacei . . . . ... ... ... ... .. .. 33

3.5 Comparatie intre metodele prezentate . . . . . . . ... ... ... .. .. 34

Cateva aspecte privind tratarea problemelor de curenti turbionari in
medii in migcare 37

oy

4.1 Metode diferentiale sau integrale; sistem de referinta fix sau mobil . . . . 37

4.2 Cateva aplicatii numerice in probleme cu medii in migcare. . . . . .. .. 39

Ecuatia integrald a densititii de curent in medii conductoare, in migcare 43
5.1 Ecuatia integrala a curentilor turbionari . . . ... ... ... ... ... 43
5.1.1 Potentialul electric vector . . . .. .. ... ... ... ... 44

5.1.2  Solutia lui Galerkin pentru ecuatia curentilor turbionari . . . . . . 45

5.1.3 Elemente de muchie gi conditia de etalonare topologica . . . . .. 46

Ut
[S]

Rezolvarea numerica a ecuafiei de curenti turbionari in medii conductoare 49
5.2.1  Alegerea arborelui pentru domenii simplu conexe . . . .. .. .. 49

522 Calculul termenului Ry, . . . . . . . . . ... ... .. .. .. B0

N

5.2.3 Calculul termendwi Ly . . 0 o 0 o o o o oo oo oo oo oo .. b1

5.2.4  Calculul termenulwi Uy, . . . .. . . . ... ... ... .. .. b4

Ecuatia curentilor turbionari in medii neliniare magnetic, in migcare 55

6.1 Tratarea neliniaritatii . 55
6.2 Ecuatia integrald a curentilor turbionari pentru medii neliniare - formularea
in potential vector T 57

6.2.1 Corectia iterativa a magnetizatiei . . .. ... ... ... ... .. 58

6.3 Ecuatia integrald a curentilor turbionari pentru medii neliniare - formularea
in Tintegral . . . . ... . ... ... ... . ... ... ... .. 2

6.3.1 Corectia magnetizagiei . . ... ... ... ... .......... 60
6.4 Calculul termenilor sistemului . . . . . . . .. ..o 60

6.4.1  Calculul termenilor Vi, agp, i Bip - o o o oo o oo oo oo oo oo 60

6.4.2 Calculul termenilor ’:Y,;p O O 1



Cluprins 5

7 Calculul fortelor in regim cuasistationar 67
7.1 Metoda derivarii coenergiei . . . . ... ... ... ... ... ... 67
7.2 Fortanodala . . .. .. ... ... 68
7.3 Metoda tensorului tensiunilor maxwelliene . . . . . . .. ... ... ... 69

8 Rezultate numerice 73

8.1 Exemplul 1: O spird dreptunghiulard strabdtutd de curent constant in
migcare cu viteza impusa constanta deasupra unei placi subtiri conductoare 74

@8]
o

Exemplul 2: Doud corpuri conductoare in miscare in preajma unei spire
conductoare strabatutd de curent impus cu variatie rampa . . . . . ... 77

8.3 Exemplul 3: Un corp conductor in migcare cu vitezd impusé deasupra unui
ansamblu format dintr-o spira si un corp masiv conductor . . . . . . ... 80

8.4 Exemplul 4: Doua placi feromagnetice plasate in preajma unei spire par-
curse de curent variabil vampa . . . . . .. ... .. ... ... ... ... 85

8.5 Exemplul 5: Un magnet in migcare cu viteza impusa in preajma unei plici

feromagnetice . . . .. ... L ... 8
9 Concluzii 89
9.1 Concluzii generale . . . .. ... .. ... ... ... .. ... ....... 89
9.2 Contributii originale . . . .. ... .. ... . ... ... .. ... ... 89
9.3 Concluzii finale . . .. .. ... ... .9
Anexe 91
A Calculul integralei [, rotNygradVdv =0 93

B Definitia numaérului Peclet in electromagnetism: tehnica ”up-windineg” 95
b

C Definitia numarului Courant 99
D Rezolvarea numerica a sistemului de ecuatii 101
E Pachetul de programe de calcul 105

F Implementarea paraleld folosind MPI a procedurii de calcul a termenilor
sistemului 107

Bibliografie 112



Cuprins



Capitolul 1

Introducere

Una din cele mai importante tendinte in domeniul calculului numeric pentru regim
cvasistationar a fost definita de C.W. Trowbridge, presedintele Societétii COMPUMAG
si al Vector Fields Ltd. la editia din 1995 de la Berlin a COMPUMAG-ului. Trowbridge
a prezentat rezultatele cerecetarilor din ultimii anisi tendintele majore pana in anul 2000.
Prima directie indicata era "3D analysis with rigid body motion - the use of integral meth-
ods and parallel processing” (analiza tridimensionald pentru corpuri rigide in miscare -
utilizarea metodelor integrale si calculul paralel).

Posibilitatea utilizarii metodelor integrale pentru analiza corpurilor tridimensionale
In migcare, cu sistemele de referinta atagate corpurilor, considerand medii neliniare si
calculand forta gi cuplul care actioneaza asupra corpurilor mobile folosind tensiuni max-
welliene este Intr-adevar o solutie al carei viitor pare asigurat de dezvoltarea metodelor
de paralelizare a calculului in sisteme distribuite.

In aceasta lucrare prezint o metoda de calcul pentru curenti turbionari in medii nelini-
are in migcare, bazata pe o formulare integrald.

Precizez mai intai, in Capitolul 2 ecuatiile din domeniul de calcul, cu conditiile pe
frontiera si de trecere pentru problema de curenti turbionari in corpuri in miscare, in
care sursele pot fi si bobine supraconductoare. Pentru problema astfel formulati, enunt,
si demonstrez o teorema de unicitate a solutiei.

Tratarea numericéd a problemelor de curenti turbionari e prezentata in Capitolul 3, in
formulérile duale, de tip electric i magnetic, folosind mérimile de cAmp sau potentialele
acestora. Prezentarea metodelor de calcul numeric pentru regim cvasistationar, grupate
in formulédri diferentiale, mixte (BEM-FEM), hibride i integrale, nu am facut-o dintr-o
perspectiva istorica, adica incercand sa surprind evolutia lor in timp, ci mai degraba am
incercat sa schitez o harta pe care aceste metode ocupé fiecare un teritoriu bine definit,
punand in evidenta domeniul de aplicare al fiecireia, avantajele si punctele sale slabe.

Unele avantaje ale metodelor integrale capatd si mai mult relief in raport cu cele
diferentiale in cazul aplicatiilor in care intervine migcarea. Pentru aplicatii in care intervin
doar corpuri rigide, folosirea unei metode integrale pare s fie o solutie foarte buna. Daci
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se lucreaza cu sisteme de referinta atasate corpurilor in migcare, solutia sistemului de
ecuatii rezultat este stabila, chiar gi pentru viteze mari. Am incercat sa grupez in Capitolul
4 cateva argumente in favoarea folosirii metodelor integrale. Cateva aplicatii prezentate
in literatura de specialitate, incluzand dispozitive de franare electromagnetica, lansatoare
electromagnetice, trenuri cu suspensie magneticd, rulmenti farda contact sunt trecute in
revista in acelagi Capitol.

In Capitolul 5 introduc formularea problemei de curenti turbionari in corpurl con-
ductoare n migcare, sursele fiind bobine filiforme, care pot fi si supraconductoare. Se
scrie legea inductiei electromagnetice in sisteme de referinta atagate corpurilor in miscare,
valoarea potentialului magnetic vector fiind calculatd cu relatia Biot-Savart-Laplace in
functie de curentii turbionari gi curentii sursa. Formularea foloseste potentialul electric
vector T gi o conditie de etalonare topologica. Din punct de vedere numeric, folosesc o
discretizare cu tetraedre a domeniilor conductoare, elemente de muchie asociate corzilor
coarborelui interior asociat muchiilor grafului retelei de discretizare si o proceedura Galer-
kin. Metoda este o dezvoltare a procedurii Albanese-Rubinacci pentru medii in miscare.
Datorita migcarii, o parte din termenii matricii sistemului de ecuatii trebuie recalculata la
fiecare pas de timp iar vectorul termenilor liberi trebuie recalculat de fiecare data integ-
ral. Includerea migcarii in dependenta de timp a acestor termeni este rezultatul folosirii
sistemelor de referintd locale, atagate corpurilor in migcare. Una din problemele import-
ante in formularea integrala folosita este calculul termenilor sistemului cu precizie si cu un
efort de calcul cat mai mic. Solutiile de optimizare, din acest punct de vedere, a acestui
calcul, sunt prezentate tot in acest capitol.

Dezvoltarea acestei metode pentru medii neliniare foloseste rezultatele publicate de
Albanese, Héntila si Rubinacci. Tratarea neliniaritatii se face inlocuind mediile feromag-
netice cu un mediu de permeabilitate omogend, egald cu cea a aerului (pentru a putea
folosi relatia Biot-Savart-Laplace) si avind o magnetizatie care se corecteaza iterativ.
La fiecare pas de timp si iteratie neliniara se rezolvadstfel o problema liniard. Daci se
considerd o variatie liniara a densitatii de curent pe un pas de timp, variatia inductiei
campului magnetic este tot liniara, in schimb dependenta magnetizatiei de inductie este
neliniard. Daca in schimb consideram ca inductia variaza in trepte, la fiecare pas de timp,
valoarea ei este constantd pe un pas de timp iar magnetizatia calculaté de exemplu pentru
mijlocul intervalului de timp nu mai este o valoare medie pe pasul de timp (care nu poate
fi calculata precis) ci chiar valoarea pentur acel pas de timp. De aceea am introdus o
noua formulare, folosind potentialul vector electric integrat in timp. Dacd T — integral
variaza liniar pe un pas de timp, T si deci J gi E variaza in trepte si deci si B variaz4 in
trepte. In Capitolul 6 prezint cele doua formulari, in T si in T —integral pentru probleme
neliniare gi procedurile de calcul pentru termenii matricii sistemului.

Pentru aplicatii in care viteza nu este impusa ci trebuie determinata la fiecare pas de
timp prin rezolvarea ecuatiei mecanice, calculul fortelor trebuie facut cu o metoda precisa
sl rapida. Pentru aplcatii cu corpuri rigide mobile, am utilizat metoda integrarii tensorului
tensiunilor maxwelliene pe o suprafata ce trece prin aer, ingloband corpul asupra ciruia
se exerciti forta calculatd. In Capitolul 7 am prezentat gi procedura de calcul numerica
pentru forta.
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Rezultatele testelor numerice sunt prezentate in Capitolul 8. Comparatia cu rezultate
analitice pentru unele din problemele test aratd o eroare micd a rezultatelor numerice fati
de acestea.

Posibilitatile de crestere a vitezei de calcul folosind paralelizarea aplicatiei prezent-
ate aici sunt dezvoltate in una din anexele lucrérii. Dezvoltarile ulterioare ale metodei
pot include dezvoltarea unui solver paralel, tratarea domeniilor multiplu conexe, tratarea
neliniaritatii J — E In materialele supraconductoare, calculul problemei cuplate electro-
magnetica si mecanica.
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Capitolul 2

Formularea problemei de calcul al
campului electromagnetic pentru medii
In miscare si corpuri supraconductoare

In aplicatiile pe care urmarim sa le tratdm este dezvoltatd o metodd integrali pentru
calculul curentilor turbionari in structuri cu corpuri conductoare in miscare, sursele fiind
bobine supraconductoare. Se prezintd in cele ce urmeaza ecuatiile cAmpului in domeniul
de calcul cu conditiile pe frontierd gi o teorema de unicitate a solutiei problemei de camp
pentru structuri cu medii in migcare si bobine supraconductoare.

2.1 Ecuatiile din domeniul de calcul

Fie {)s un domeniu supraconductor si Q7 domeniul exterior lui Q7. Domeniul Q7 este
format din medii conductoare @ = (JQ si medii izolante Qg : Qp = QUQy. Fiecare
domeniu €, este un corp conductor cu o lege de miscare bine definits. Toate afirmatiile
ce vor urma vor fi valabile gi dacd in domeniul de calcul sunt corpuri izolante in miscare.
In regimul cvasistationar avem:

In intreg domeniul Qr:

divB =0 (2.1)
B=uH sau H=vB (2.2)
In corpurile conductoare €1,
0B
ro 5 (2.3)
rotH = J (2.4)
J=0E (2.5)

11



12 Formularea problemei de calcul al campului pentru medii in miscare

In corpurile izolatoare 2g:

B
rotE = —%—1—:— (2.6)
rotH = Jg (2.7)

unde densitatea de curent Jg este impusa.

2.2 Conditiile de trecere (CT)

Pe frontiera 69 a domeniului conductor avem conditiile de trecere:

J,=0 (2.8)
H:|o = Hi|q, (2.9)
Bn’Q = Bn|Qo (210)

2.3 Conditiile de frontiera (FR)

Ne propunem sa analizam campul electromagnetic in domeniul 27, deci sa rezolvam
ecuatiile (2.1)--- (2.7). Frontiera §Q¢ a domeniului Qr contine si suprafetele ce marginesc
corpurile supraconductoare §{25. Deci mediile supraconductoare nu fac parte din domeniul
de calcul. TIrontiera domeniului {27 poate fi in migcare deoarece si corpurile supracon-
ductoare pot fi in migcare. Migcarea frontierei poate fi arbitrard. Consideram ca toate
corpurile conductoare aflate in migcare se deplaseaza in interiorul domeniului Q. Pre-
supunem cd pe frontiera §Q07 avem urmatoarele conditii pe frontiera:

(a) Pe o parte S” a frontierei se da componenta tangentiald a lui H:

H, =f (2.11)

() Pe restul frontierei 57 = §Q7\S’ se da componenta normali a lui B:

B,=g¢g (2.12)

(v) Daca 5" este formatd din n suprafete disjuncte 5%, atunci pentru n-1 din aceste
suprafete se dau fluxurile magnetice:

/‘ BndA = &, P=1.2 - n—1 (2.13)
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(6) Dacd Qr este multiplu conexa atunci fie Qs golurile pentru care 605 C S’. Fie Ts, cu
k=1,2,..n taieturile (minimale) ce transforma Q7 in domeniu simplu conex gi fie
Ys.» k= 1,2,...,n,, curbele ce inconjoara golurile (n, este ordinul de conexitate al
domeniului Q7 iar vs, formeaza "baza” de curbe ce definegte acest ordin). Trebuje
impusa una din urmatoarele conditii de frontiera:

(6') :
/ Hdr = i, k=1,2,-- n. (2.14)
"V‘.:fs'k
(’677) ‘
/ BndA = &g, , k=1,2,-,n, (2.15)
T.Sl\-,
Fig. 2.1: Domeniul de calcul
Observatii

1. La suprafata corpurilor supraconductoare avem conditia (3) omogeni: B, = g

2. Spirele supraconductoare conduc la conditii de frontierd de tip (§). Conditia (d")
impune curentul prin spira supraconductoare, in timp ce conditia (6”) impune fluxul
magnetic al spirei supraconductoare.

3. Conditia (§) poate fi formulatd si sub forma hibrida: pentru o parte din spire se dau
curentii, adica condifia (&), iar pentru cealaltd parte se dau fluxurile magnetice,
deci conditia (§7)
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2.4 Conditiile initiale (CI)

Pentru t=0 trebuie cunoscutd valoarea inductiei magnetice Bl;=¢ = Bj. Se im-
pune, evident, divBj = 0. Daca regimul este periodic, atunci la ecuatiile (2.1)---(2.2) si
conditiile de frontiera (FR) se adauga conditia de periodicitate. Conditia initiala nu este
necesard in acest caz. In cazul mediilor in migcare insa, regimul periodic presupune difi-
cultati suplimentare de analizd. Determinam acum numai regimul permanent (periodic)
ca o solutie asimptotica de regim variabil cu conditii initiale arbitrare (de exemplu nule).

2.5 Teorema de unicitate

Ecuatiile (2.1)---(2.7), impreund cu conditiile de trecere (CT), cu
conditiile de frontierd (FR) si conditiile initiale (CI) definesc in mod unic
campul magnetic (B,H).

Demonstratie.

Vom presupune cd doua campuri electromagnetice distincte verifica conditiile
de mai Inainte gi fie BqgHqg, Eq,Ja campul diferenta. Acest camp verifica relatiile
(2.1)---(2.7) ¢i are conditii de frontierd si conditii initiale nule. Datorita conditiilor
(o), (8), (v) ¢ (2.1) fluxul lui B pe ultima suprafata S, e nul. Notam:

1
E:/ EddT
0

unde integrarea in timp se face in acelagi punct din sistemul de coordonate fixat pe corpul
in migcare. Atunci, datorita conditiilor initiale, legea lui Faraday devine:

rolE = —Byqg (2.16)

Domeniul conductor ) poate sa faca goluri in Qg (Fig. 2.1). Fie n, numéarul acestor goluri.
Numérul de goluri in )y (NV},) poate sa fie mai mare decat in Q; (ng): Ny = n. + n,. Fie
T,k =1,2--- Ny numairul de taieturi care transforma Qg intr-un domeniu simplu-conex
Qo = o\ Unt, Tk Frontiera lui Q) este 9 = 90y |JIQ UeS, (T3, UT7 ), unde T, §i 17
sunt cele doua fete ale taieturii T (Fig. (2.2). Daci este necesar, notdm prin T taietura
bobinei supraconductoare. In Qf avem:

Hy = —gradV.

Pe suprafetele S;, V = ct. = Vi. Pe taieturile Ty, V are un salt ig, iar £2% are un flux

g
An
magnetic ¢y, Avem:
f —VBangdA = / v B2do (2.17)
0.&26 éo
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Fig. 2.2: Domeniul de calcul cu subdomenii conductoare multiplu conexe si bobine supracon-
ductoare; sunt reprezentate si taieturile practicate

si de asemenea:

§ —VBangdd = [ ~VBanodA - Y [ VBanodA +

o0 s F=1s,

S |- [ VBanodd+ir [Banda | +
P\ 805\ Tu 1,

S / VBandA + (V! — V7)) / BandA
=10\ T T,

Cel de-al treilea termen e nul datoritd conditiilor pe frontiera (3) si ().

Data fiind conservarea componentei tangentiale a lui H la suprafetele corpurilor con-
ductoare, potentialul magnetic scalar este continuu la trecerea prin aceste suprafete. De
asemenea, componenta normald a lui B se conserva. Ca urmare prima integrald din ul-
timul termen poate trece pe fata dinspre conductor a suprafetei 9€2;. A doua integrala
din ultimul termen este chiar fluxul magnetic de pe suprafata taieturii 7;. Luand in con-
siderare forma integrald a legii inductiei electromagnetice si tinand cont de relagia 2.16,
ultimul termen devine:

- / VrotEndA — (V! — V7)) 74 Edr =

QT aT;
- / rot(VE)ndA + / (gradV x E)ndA — (V! — V7)) 7! Bdr =
AQN\T; IQNT; aT;
- / VEdr — / (Hy x E)yndA — (Vi — V7)) 74 Edr
é;'i Cr).Qg FJ;T[

unde C; este frontiera suprafetei 0 \T; (Figura 2.3). Deoarece

i
~

el 9T
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Fig. 2.3: Suprafata dQ2,\T; si frontiera sa C;

doar termenul [ (Hg x E)ndA se pastreaza. De aceea:
A€

%-JthwA:._/(deEMMA:

e a9

. . l . 1 .
—/JdEdv — /Hddev = —% /BO'Ede - /I/B?I(Z”U
Q Q “\a ° Q

Utilizand relatia (2.17), ob{inem:

4
| - |
//@meﬁ+/5vazo (2.19)
| /2

0 4

De aceea Bg = 0, E = 0. QED.

In mod explicit nu apare viteza in rationamentele de mai sus. Este necesar ca vitezele
sa fie impuse, pentru ca marimile de camp sunt definite in sisteme de referinta locale
asociate particulelor in migcarea lor. Pentru ca gi campul diferenta sa se refere la puncte
bine definite, este necesar ca cele doua campuri care se scad sa fie asociate la aceleasi
viteze de deplasare ale corpurilor.



Capitolul 3

Metode numerice de calcul pentru
regimul cvasistationar

3.1 Metode diferentiale

Fie €. domeniul conductor inconjurat de un domeniu neconductor 2y si domeniul total
0 =Q.U. Interfata intre domeniile Q. si Qp o notam cu 'y (vezi figura 3.1).

Fig. 3.1: Domeniu conductor simplu conex

Ecuatiile in domeniul conductor €.

rotH = J (3.1)

17
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divB =0 (3.2)
B =uH (3.3)
0B
olE = —— 3.4
ro a1 (3.4)
J=0cE (3.5)
In domeniul neconductor Qy:
rotH = 0 (3.6)
divB =0 (3.7)
B=uH (3.8)

Pe frontiera I'.0 = 0Qy a domeniului conductor 25 avem:

H:lo, = Hilg, (3.10)
Bn Q. — Bn‘Qo (311)

3.1.1 Formulareain A -V, A

Presupunem ca in domeniul conductor Q. putem avea orice permeabilitate magnetica u
iar in domeniul neconductor {}y avem permeabilitatea egald cu cea a vidului, po (aer).
Domeniul total € il considerdm simplu conex. In domeniul conductor €. se folosegte
potentialul magnetic vector A si potentialul electric scalar V' iar in domeniul neconductor
Qp se folosegte potentialul magnetic vector A.

Intr-adevar, din legea fluxului magnetic avem:
B = rotA (3.12)

si atunci din legea inductiei (3.4) si teorema lui Ampere (3.1) pentru domeniul €, se
obtine:

OA
= - _ gradV 31
E 5 Y adl (3.13)
rotvrotA =J (3.14)
Folosind legea conductiei (3.5):
JA
rotvrotA = —o <——(-)——{~ - gde) (3.15)

Pentru domeniul neconductor £y se obtine:

rotvrotA = J, (3.16)
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unde J; este densitatea de curent datoratd surselor plasate in aer. Conditiile de frontiers
sunt:

n-rotA =0 pel'p (3.17)
v-rotA xn =20 pel'y (3.18)
iar conditiile de interfata:
n.-rotA.+ng-rotAg =0 pel’ (3.19)
Ve TotA. xn,+ 1y - rotAg X ng =0 pel o (3.20)

Pentru a asigura unicitatea solutiei (A,V) se impune o conditie suplimentard, numiti
conditie de etalonare pentru A, o conditie des utilizata fiind conditia de etalonare Cou-
lomb:

divA =0 inf) (3.21)

In plus, pe frontiera domeniului total se dau:
nxA=0 pel'y (3.22)
n-A=0 pel'p (3.23)

Pentru rezolvarea numerica a problemei se foloseste tehnica Galerkin, proiectindu-se
relatiile (3.15) si (3.16) pe o multime de functii Ny, ¢p, Vi. Functiile rotINj, sunt liniar
independente. Functiile Ny, si ¢ sunt definite pe Q. iar V} pe Q.

Putem scrie:

A = No(t)+ ZN ar(t)Ng + Z]\f e (t)gradey (3.24)
k=1 k=1
V= % Br(t) Vi (3.25)
k=1

Proiectand relatiile (3.15) si (3.16), conditiile de frontiera si conditia de trecere pe Ny
obtinem:

0A
/1/7"0tNk,7"otAd'z,) + /Nka <—t . gde) dv — /NkJodv =0, k=1,2,...nn
Qc Q0

J
)
(3.26)
Proiectand ecuatiile corespunzatoare pe functiile V}, obtinem:
. . 0A ) ,
/ ogradVy, (gde ot _—jt-) dv =0, E=1,2,....,ny (3.27)
. ‘
Relatia (3.21) se proiecteaza pe ¢y, obtinandu-se:
/ Agradgidv =0 k=1,2,..,n, (3.28)
J

Formularea este prezentata in [17], [86], [48]; se poate generaliza utilizarea ei si pentru
cazul in care domeniul conductor ). este multiplu conex, domeniul total 0 ramanénd
simplu conex. Utilizarea potentialului A in € nu este totusi economica in raport cu alte
formulari.
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3.1.2 Formulareain A—-V,d

Presupunem in continuare domeniul Q. tot simplu conex. Daca rezolvam problema de
regim stationar in acest domeniu, se poate obtine campul magnetic (Bg,Hp). Utilizand
un potential magnetic scalar in acest domeniu se reduce foarte mult efortul de calcul. De
exemplu, folosind elemente nodale, in loc de 3 necunoscute nodale apare una singura.

In domeniul conductor . se pastreaza ecuatiile (3.15) i (3.16) iar in domeniul Qg
avem:

H=H, — grad® (3.29)

unde:
rotH; = J, (3.30)
H, se calculeaza utilizand formula Biot-Savart-Laplace. ® se numeste potential mag-

netic scalar redus.

Se obtin ecuatiile:

0A
rotvrotA + o (%—[— + g?‘adV) =0 1. (3.31)
divpgradp =0 € (3.32)
cu conditiile pe frontiera domeniului conductor I'.:
0A ,

—_ r / ES 3.3

U<at + grady )n 0 (3.33)
¢ n

—pg = otA (3.34)
(Ho + (—gradg)) x n = vrotA x n (3.35)

Potentialul A se scrie, folosind functiile de forma Ny:
ny ’
A =) an(t)Ny, (3.36)
k=1
iar pentru ¢ se folosesc functiile test ¢, definite pe {q:

ny

b= yr(t)px (3.37)
k=1

Proiectand ecuatiile (3.31) si (3.32) pe functiile test respective Ny si ¢ obtinem:

0A
/Jg?*ad\/}“ (gra,dV + ?)7) dv =0, E=1,2,...,ny (3.38)
Q. '



Metode numerice de calcul pentru regimul cvasistationar 21

Relatia (3.21) se proiecteaza pe ¢y, obtinandu-se:

: A ,
/l/?‘otNm‘otAdv + / Nio (g-—— + gr(LdV) dv + (3.39)
Qe

. ot
)
/z/rotNkrotAdv + / N (Ho — grad¢) x n) =0 E=1,2,....,nNn
Q Feo
si:
/Ag? adprgradpdo + %cbuu otAdA =0 E=1,2,...,n4 (3.40)
a0

Procedura (A — V,¢) este mai economicé din punctul de vedere al necesarului de
memorie in comparatie cu procedura (A—V, A) pentru ca in domeniul neconductor necun-
oscutele sunt scalare. Pentru domenii multiplu conexe apar dificultdti greu de rezolvat
pentru ca nu mai putem defini potentialul ¢. Aceastd formulare este prezentati in luc-
rarea lui O. Biro i K. Preis [86] si de Hantila [48]. O varianta a acestei formuliri este
prezentata de Molfino, Fernandes g.a. in [34] si de Alloto, Molfino, Fernandes in [15]. In
loc de conditiile de frontiera pe frontiera domeniului conductor de tipul A-n = 0 (pe I'y)
se folosesc conditii detipul V' = 0.

3.1.3 Formularea in (A —V, A — ¢)

Daca regiunile conductoare sunt multiplu conexe, nu se poate utiliza potentialul magnetic
scalar in regiunile neconductoare. Se poate utlhza potentialul magnetic vector in golurile
neconductoare. In domeniul total (vezi Flgula 3.2 putem face cateva taieturi [y, astfel
incat sa generam subdomeniile Qy; care impreund cu domeniile conductoare s& formeze
un domeniu simplu conex, in care putem utiliza formularea (A — V, A); in subdomeniile
{lgy se foloseste potentialul magnetic vector scalar redus ¢ sau total .

In Q. avem ecuatiile:

0A ‘ ,
rotvrotA — gradVdivA + J(Ei— +gradV)=0 (3.41)
liv(—o— — ogradV) = .
div(—o 5 ogradV) =0 (3.42)
In Qor:
divpgrady =0 (3.43)
iar in gy avem:
rotvrot A — gradvdivA =0 (3.44)
Pe interfetele intre domenii avem conditiile:
A.= Ay (3.45)
verolt A, x n, + vyrotAg; X ngg = 0 pel o1

vodivA, — vy divAg =0
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Fig. 3.2: Domeniu conductor multiplu (in acest exemplu, dublu) conex

A . .
n (—a% — orgv"a(lV) =0 pe U1 st pe Lo (3.46)
ot
Vep1 - TOLA — nggpugrady =0 (3.47)
v.rotA, X ngp — gradiy X ngy =0 pe Ly st pe 'y
n-A=20

Proiectand ecuatiile (3.41)...(3.44) pe functiile testNg, Vi, Wy si integrand pe domeniile
pe care sunt definite potentialele respective, obtinem ecuatiile:

. ‘AA
/ N, (rotz/roi.A — gradvdivA + o (% + gradV)) dv =20 (3.48)
€ '
A
/Nk (div( (—0(_@1‘_ — agde)) dv =10 (3.49)
Q. "
/ Ny (rotvrotA — gradvdivA) dv = 0 (3.50)
QOI
/ Ny (divpgrad)dv =0 (3.51)

Q0o

Formularea este prezentata de O. Biro 5i K. Preis in [86] si de Hantila in [48].
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3.1.4 Formulareain T -

Consideram domeniul descris in Figura 3.1. In regiunea conductoare putem folosi
potentialele electric vector si magnetic scalar £ (T — Q). In regiunea neconductoare
se utilizeaza potentialul magnetic scalar 2.

Cum divd = 0, putem utiliza potentialul electric vector astfel incét:
J=roT (3.52)
In regim cvasistaionar avem si rotH = J deci T diferda de J printr-un gradient:

H=T - gradQ (3.53)

Se obtin apoi din legea inductiei electromagnetice gi din relatia (3.52):

rotprotT + %(,u (T — gradQ))) = 0, (3.54)
iar din relatia (3.53):
div (p (T — gradQ?)) =0 (3.55)

Pentru regiunile neconductoare, campul poate fi descris numai de gradientul potentialului
Q) (vezi [86]):
H = —gradQ (3.56)

Conditia pe interfata I' este J,, = 0. metoda este prezentatd in [86] de W. Renhart si
K. Preis. In [57], [76] sunt prezentate variante cu modificiri ale acestei metode. In [57],
regiunea neconductoare poate contine curenti de excitatie. Pentru a reduce necunoscutele
in regiunea neconductoare )y, distributia de curent de excitatie se transforma intr-o
regiune magnetizatd echivalentd astfel incat avem nevoie doar de un potential magnetic
scalar pentru a descrie campul aici. In [76] se definegte Ty potentialul electric vector
provenit din sursele plasate in regiunea neconductoare. Avem deci:

JO = 7“0tT0

g
T="Ts+T.

unde Ty este produs de curenti turbionari. pentru forme complicate ale bobinelor sursa,
se poate deduce Jy introducand un potential scalar electric (divgradg = 0), urmand sa
deducem apoi pe Jg din ¢. Se ofera si solutia de a trata domeniile conductoare multiplu-
conexe ca avand conductivitatea foarte mica in regiunile golurilor dar in practicd aceasta
metoda este instabila numeric. O solutie pentru tratarea acestor cazuri schitate doar
in lucrarea [76] e descrisa in capitolele urmatoare, privind formuldrile in (T — W, ®) si

(T — 0,0, A).
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3.1.5 Formulareain T — U, ®

In domeniul conductor (vezi Figura 3.1) avem aceleagi ecuatii ca in capitolul precedent.

a , .
rotprotT 4+ En (p (T —grad¥)) =0 (3.57)
iar din relatia (3.53):
div (p (T — grad¥)) =0 (3.58)

Pentru regiunea neconductoare €1y, T poate sa fie chiar Hy unde
Hy = —grad®

cu conditia ca pe frontiera fiecarui domeniu conductor sa avem:

Hy =0 (3.59)
In Qo avem:
divpgrad® =0 (3.60)
Fcuatiile (3.57) si (3.58) se pot inlocui cu ecuatia:
. ) ,
rotprotT — gradpdivT + % (1 (T = grad¥)) =0 (3.61)
Pe frontiera I'.p avem J - n = 0 gi se poate impune conditia pentru T:
nxT=0 (3.62)

Daca domeniul conductor este simplu conex, continuitatea componentei tangentiale a lui
H pe 7.0 conduce la continuitatea potentialului scalar prin v.0. Obtinem atunci ® = .

Pentru calculele numerice se definesc in 2y functiile Ny care respecta conditia de
frontierd (3.62) si in 2 se definesc functiile ¢y:

nN

N = Z O’k(’i’)N;\, (363)
k=1

T &

O =3 y(t)dx (3.64)
f=1

Proiectam (3.61) pe Ny si (3.62) pe ¢ si obtinem:

: 0T
/ (protNm‘otT + pdivNydivT + ”Nk'(_@i—‘ — /chkgmd%) dv=20 k=1,2,...n
QC v
(3.65)

/ pgradegradodv — / pgradoy Tdv + }é drBo,dA =0 E=1,2,....,ns (3.66)
Q Q Y

Feo

Ecuatiile (3.65) si (3.66) formeaza un sistem de ecuatii pe care il rezolvam pentru a afla
pe T si pe ¢. Metoda aceasta este prezentata in [48]. Pentru domenii multiplu conexe
este preferabil s& utilizam formularea in (T — W, ¢, A).
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3.1.6 Formularea in (T — U.$, A)

Se completeaza formularea In (T — W, ®) cu A pentru golurile in regiunile conductoare

b

atunci cand avem domenii conductoare multiplu conexe. Metoda este prezentatd in [18]

de Biro g1 Preis. Pe langa ecuatiile (3.57-3.62) avem si:

A
prothn—;an:O

ot
T -nr=0
—pgrady -np +ny -rotA =0
vrotA xn+T xnp —grad¥ xnyp =0=20
divA =0

Aplicand procedura Galerkin, functiile de forma fiind definite ca:

ny
T= Z ak(t)N;\
k=1
ny ’
A=3 )Ny
k=1
sl
nw
W=D w(t)dw
k=1

se obtin ecuatiile:
/ (protNkrotT + pdivNpdivT + ,LLN;Cda—rf — uNwmd%—f) dv —
) " 0
Q-

/Nkp7*0tT X nrp — / NinppdivT =0 E=1,2,....,nnN
59

/ (—pgmd\llk%f— - ,ugrad@b;cgmd%) dv —

ot
Q
ov T
/ \Ifkgmcl—a—-{anA + f u%—lleA =0, k=1,2,..ny
o) T'eo
0A oT . . 0A
Q/ v (—7"075Nk 5 + /,LngTada — clzfz,adew——é?) dv —

. ) A A
/ Nivrote x nadA + /NknAdi'v%?dA =0 k=1,2,..na
50 A0 )

Rezolvarea ecuatiilor (3.75 - 3.77) permite determinarea marimilor T, A, W.

(3.76)

(3.77)
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3.1.7 Formularea in (A — ¥V — @)

Se considera trei regiuni distincte, fie Q4, Qg si Qpy; dupd variabila folositd in fiecare din
regiuni. In Q4 conductivitatea se considerd constanta, dependenta B — H este neliniara
gl nu avem curenti sursa (domenii feromagnetice). In Qg conductivitatea este nuld, per-
meabilitatea este 1o §1 avem curenti sursd (aer in care sunt plasate si sursele). In domeniul
{1 nu avem curenti sursa, conductivitatea mediului este zero dar dependenta B — H este
neliniara (magnet permanent). Formularea este prezentata de Williamson si Chan [95],
fiind utilizata pentru o aplicatie in care se include calculul curentilor turbionari in medii
neliniare in miscare.

In domeniul €4 (conductor, magnetic neliniar, fard curenti sursd) avem:

JA
rotvrotA = o | v X rotA — e gradV ] =0 (3.78)

Se poate inlatura gradientul potentialului scalar V dacd efectulde miscare este foarte
mic. Putem scrie atunci, cu gradV = grad(A - v), substituind in ecuatia (3.78):

0A
rotvrotA + o | (v-V)A + %;— —gradV ] =0 (3.79)

In domeniul 4 (neconductor, nemagnetic, cu surse de curent), putem folosi potentialul
scalar magnetic ¢. Acesta se defineste:

H=H, — grad¢ (3.80)
cu H; ce se poate calcula cu ajutorul formulei Biot-Savart-Laplace, din densitatea de
curent in sursele constituite de bobine parcurse de curent variabil in timp.

Pentru domeniul Qy (neconductor, neliniar magnetic, fard surse de curent - magnet
permanent), avem:

H = —grad¥ (3.81)
divpgrad¥ = 0 (3.82)

Utilizand procedura Galerkin clasici, unde am notat cu Ny functile de form& obtinem
ecuatiile:

JA
vrotNprotA + oNg [ (v- V)A + 5 dv = yg vINg(rotA x ns)dA (3.83)
Ga ¢ 5920
/ gradnggradedy = j{ Nygradén,dA (3.84)
Qy 9,
/ | pgradnggradipdo = ?g Nygradiypmnzd A (3.85)

1, a9,
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Pentru doua elemente care au in comun o fata [y, pe interfata ¢ — b componentei
normale a lui B se poate impune inlocuind termenul de suprafatd in ecuatia (3.85) cu:

%. pNygradin,dA — j{ polNk(Hy — grade)n,dA (3.86)

Ty [

iar continuitatea componentei tangentiale a lui H se poate impune in mod explicit prin:

O =0+ / (H, x n,)dl (3.87)

La interfata ¢ — A, pentru componenta tangentiala a lui H:

/ AN (rotA x ng)dA = — / N (gradi x ny)dA (3.88)
F:/,A F¢A
/ gradinydA = — / Nyrot AnydA (3.89)
y e R/,A
r,,(,A

Pe interfata ¢ — A, continuitatea componentei tangentiale a lui H si a celei normale a lui
B se poate impune prin:

/‘ N (rotA X np)dA = / Nu(H, — gradg) x nsdA (3.90)
Tya Tya
/ Ngradén,dA = — / Ny (ftoH, — rotA) ngdA (3.91)
Ho JTga
F¢A

3.1.8 Formularea in A* — ¢

Formularea este prezentatd de Hantila [48], de Emson gi Trowbridge [35] si de Song si Ida
[90]. Folosind aceleagi notatii din Figura 3.1 unde domeniul conductor este notat cu Q.
iar aerul din jur, In care puteau fi plasate si bobinele-surs#, era notat cu €.

Se noteaza;

A" = /Ot E(r)dr — Aq (3.92)
unde:
rotAg = Blio,
divoAg =0
sl

cAon =0 pe 012,

Legea inductiei electromagnetice devine:

rotA* = —B (393)
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g1, inlocuind in teorema lui Ampere, obtinem:

A~
rotvrotA” + o—— =0 (3.94)
ot
iar pe frontiera d€). avem:
cA™n =0 (3.95)

In £y A nu este bine definit si se foloseste potentialul magnetic redus ¢, daci Qg este
simplu conex. Conditiile de trecere pe frontiera domeniului conductor sunt:

Do ,
Ol A" = — M 96
nro Y (3.96)
n x vrolA* = n x (—gradd + Hp) (3.97)

Cu Ny, Vi si ¢ functii linjar independente definite pe Q si Qg si rot Ny liniar inde-
pendente, avem:

Iy N

A" =3 ap(t)Ny+ > Bi(t)(—gradVy in 0 (3.98)
k=1 k=1

ny

o= vl(t)pn in Qo (3.99)
k=1

Proiectam ecuatia (3.94) si conditia de trecere (3.97) pe Ny si obtinem:

A*
/ vrotNyrot A”dv + / N’“"aaz dv + (3.100)
Q Qe '
f (Ni x (Hy — gradé)) ndA =0,  k=1.2, ...nx

Q.
Proiectand pe Vi (¢cA*n = 0) si conditia de etalonare (div(cA*) = 0) se obtine:

/agmdva*dv =0, hspacelemk = 1,2,....ny (3.101)
197

Ecuatia (div pgrad ¢ = 0) si conditia de trecere (3.96) se proiecteazi pe functiile ¢y si se
obtine:

/‘ pgradergradodv + % opnrot A" dA = 0, k1,2, ..., ng (3.102)
Qo 90

Putem folosi elemente de muchie asociate unui coarbore selectat din multimea
muchiilor retelei de discretizare; astfel se conservd doar componenta tangentiald a lui E.
In cazul domeniilor multiplu conexe, utilizarea lui ¢ in gy introduce o dificultate notabila,
chiar daca transformam domeniul Qg intr-unul simplu conex, cu ajutorul taieturilor.
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3.2 Metode BEM — FEM

Presupunem un domeniu conductor (). scufundat intr-un mediu infinit extins 2y cu per-
meabilitate o, de conductivitate nuld (aer), in care se pot gési si bobine sursa. Notam cu
J, densitatea de curent a bobinei sursd. Problema se poate trata cu metode diferentiale,
definind frontierele domeniului exterior conductorului la o distanti finitd. In acest caz
solutia poate fi afectata de conditiile impuse pe o frontierd artificiala. Putemn folosi o
combinatie intre o metoda diferentiala, de element finit (FEM) in interiorul conductor-
ului §i o metoda integrala - metoda elementului de frontiersa (BEM) - pentru spatiul
exterior conductorului. Ecuatiile de elemente finite pentru domeniul conductor trebuie

atunci imbinate pe frontiera cu cele pentru calculul integralei de frontiera.

3.2.1 Formularea electrica
Formularea in E

Folosim o formulare electrica in care campul electric E se ia drept variabila pentru cele
doua regiuni tratate cu elemente finite (regiunea conductoare si cu integrale de frontiera.
Utilizarea chiar a marimii de camp ca variabild elimind necesitatea utilizarii unei conditii
de etalonare.

Se considera domeniul conductor €2, si complementul acestuia R*— 2. in care se gasesc
gi bobinele sursa. fie Jo densitatea de curent a bobinelor sursi. Mediul conductor poate
sa fie g1 neliniar magnetic. Utilizand Galerkin, obtinem:

1 ; : |
/ R o / oE 4 D / E'rotHodv = 0 (3.103)
o H dtm dtﬂ

Campul E se poate scrie ca E = Eq+E, unde E; este cAimpul sursi iar E, este campul
datorat curentilor turbionari. Atunci ecuatia (3.103) se poate scrie:

| 5 1 - o
/ L otBrotEd+ 2 / CEEdv+— [E 1 x rotB.dA = 2 / E'n x HodA (3.104)
A H 8tQ [o 61‘ )

Ie IO
Se poate defini un operator de frontierd SE, = n x rotE,, partea integralei de frontiers
in relatia (3.104) putand fi scrisa:

/E’ ‘0 % rotE,dA =< SE,; E' > (3.105)
rc

Formularea este prezentata de Ren, Bouillaut gi Razek in [25]. Se folosesc elemente
de muchie gi o retea tetraedrald in interiorul domeniului conductor. Urma retelei tetraed-
rale pe frontiera este o retea triunghiulara. Trebuie asiguratd continuitatea componentei
tangentiale a campului la suprafata conductorului. Se aleg de aceea functii de forma pen-
tru operatorul de frontiera de acelagi tip cu cele folosite pentru elementul finit in domeniul
conductor.
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Formularea in A,
O varianta a acestei formulari electrice, prezentatd de Bouillaut, Ren, Razek in [25]

foloseste potentialul magnetic vector redus. Acesta poate fi evaluat, conform [25], prin
introducerea unei panze de curent superficial A'(r') Avem deci pe frontiera:

/17 ) dA() (3.106)

._7/|

Componenta tangentiald a campului magnetic pe I'. se scrie:

1 1 —r K(r'
— X rotA,(r) = K (r) - _/ nx(r—r)xK(r )dA (3.107)

o 2 T A lr —r'}3

Utilizand functii test vectoriale K’ §i A’ cu care inmultim termenii ecuatiei precedente si
integrand peste toata frontiera I'. obtinem:

ﬁC/K’(r)AI. _ o // _7] D gaaa (3.108)

/A'(r) (—{n,,, X 7‘()‘[Ar(7*)) dA = /K’ (r)dA — (3.109)

. Lo
I, fo

(A'(r an)((r—r)XK(r)) ,
- / r / dAdA

r—r'[3

Pentru asigurarea continuitdtii componentei normale a cAmpului magnetic, functia de
nterpolare a potentialului magnetic vector A, corespunde functiei de interpolare utilizats
in metoda elementelor finite. Pentru panza de curent K, functiile de interpolare asigura
automat divK = 0. Eliminand pe K din ecuatiile discretizate, obtinem:

/A (——n, X rotA, (1 )) dA =< RA;A' > (3.110)

Ho
unde R este matricea de rigiditate exterioars. Aceastd formulare a stat la baza imple-

mentarii codului Trifou-E.

3.2.2 Formularea magnetica
Formularea in H

Aceasta este formularea care a stat la baza codului Trifou-H, elaborat de Bossavit si
Verité. Este prezentatd in [23]; in domeniul conductor se foloseste ca necunoscuti chiar
intensitatea campului magnetic H iar in domeniul neconductor exterior potentialul mag-
netic scalar. Se folosesc elemente de muchie si o matrice de rigiditate pe frontiera.
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Formularea in potential magnetic scalar redus w,

Acesta formulare e prezentata de Bouillault, Ren i Razek in [25]; in mediul neconductor se
foloseste potentialul magnetic scalar. Variante sunt prezentate in [78] de Onuki si Wakao.
Potentialul magnetic scalar redus verifica in domeniul exterior corpului conductor ecuatia
lui Laplace si deci poate fi calculat intr-un punct r pornind de la o distributie superficiala
de sarcini fictive ¢(¢') pe suprafata . a domeniului Q..

]» )
w, (1) = a(r’) dA() (3.111)
‘ Ay J |r —r] ‘
Ie
Derivata normala a lui w intr-un punct de pe suprafata ['. se poate scrie:

1 1 n,-(r—1r" N
togradw,(r) - n, = —q(r) — /q(r’)————gd/l (3.112)

2 lr — /|3

4
r

c

Se obtine, Intr-o formulare variationala:

] B q'(r)q(r') o
/(1( Yeon (1)dA = 47% // 1r—r1 dAdA (3.113)

/w'(r)(uggradwr ‘n,)dA = /w (r)g(r)dA — — // ")m—)—dzﬁld%&
. ‘ lr —r/|3

e

(3.114)

Functia de interpolare pentru potentialul magnetic scalar trebuie s fie aleass astfel incat

acesta sa aiba continuitate cu campul tangential calculat cu metoda elementelor finite.
Eliminarea sarcinii ¢ duce la:

/w'('r)uogradwr ‘n,dA =< Ruw,;w' > (3.115)
T

unde R este matricea de rigiditate exterioara.

3.3 Metode hibride

Metodele hibride combina operatori diferentiali si integrali, la fel ca si metodele BEM-
FEM descrise in capitolul anterior. In vreme ce cuplajul standard BEM-FEM include
un operator integral suprafata-suprafata, metodele hibride presupun un operator de tip
volum-suprafatd. Presupunem ca domeniul de calcul Q este o reuniune finita de sub-
domenii marginite gi simplu conexe Q; i ca frontiera I' a domeniului £ este netedi.
Presupunem ca in afara domeniului  nu existd materiale conductoare sau magnetice.
Densitatea totald de curent J este suma dintre densitatea de curent impusa J, si dens-
itatea curentilor indusi oE: J = J; + ¢E. Presupunem ca nu exista curent electric ce
inteapa frontiera I' a domeniului Q. Notam campurile B i H generate de surse cu B, si
H,. Prezentam aici doua formulari hibride complementare, formularea in H si formularea

in B.
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3.3.1 Formularea in H

Printr-o formulare in H se intelege o procedura numerica impunand exact teorema lui
Ampére. Legea fluxului electric gi legea lui Faraday sunt impuse numai intr-un sens slab.
Asa cum se arata in [41] si [91], problema se formuleazd astfel: Sd se gdseascd h in L*(Q)
astfel incat

/g? ad¢’ - pH — /o (WH,rotH—-J,) - n = /(p5 1, V¢ € L2 (3.116)

grad(§2

si:

(3.117)

rot($2

: 1 g JuH
/rotH' c—rotH+ [ H - On
Q

|
A :/}mHH-L Vo € L2
o N ot . o

Q Q

In domenii neconductoare, ecuatia precedenta se inlocuiegte cu legea lui Ampere:

/Lrvrouﬁzzu/J”-JS, v € (° (3.118)
2

unde (° = {v — divv = 0, n - v = 0 pe ['}. Presupunem pentru inceput ca n x H se
cunoagte pe frontiera domeniului I'.. Daca se introduc restrictiile pentru operatorii div si
grad definind dom(gradr) = {¢ in L2 ,(Q)]¢ = 0 pe I'}. Ecuatiile (3.116) si (3.117) se
pot inlocui cu:

/ grade* - tH =0 V¢' € dom(grady) (3.119)
o1 H 1
/70tH —70tH + / H' - ('U = /7“0tH‘ - —=J V¢ € dom(rotr) (3.120)
t . o
) )

Am presupus cunoagterea lui n x H pe I'. Aceasta premisa o putem inlocui introducand
o conditie de frontiera Dirichlet implicita:

nxH-—nxHH,rotH—-J,) =n x H,. (3.121)

Astfel problema formulatd in H revine la: determin pe H € L*(Q) astfel incdt
(3.119)(5.120) st 3.121) sd fie indeplinite simultan.

3.3.2 Formularea in B

In aceastd formulare, legea fluxului si legea lui Faraday sunt impuse exact in vreme ce
teorema lui Ampere este impusa intr-o forma slaba. Introducand potentialul magnetic
vector al lui B, legea fluxului magnetic este impusa exact. Daca se folosegte o restrictie
pentru operatorul rot gi o conditie de frontiera Dirichlet implicita, problema se poate

formula astfel: Determinati {o, ¢} in L2, (Q) x L 4(2) astfel incal:

JA ' : N
/ rotA' - MzoiA (——~ + (/7(1([@) = /A' - J YA' € dom(rotr), (3.122)
L .
Q Q
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0A , ;
/gradqﬁ' o (%? + gradqﬁ) =0 V¢ € dom(gradr) (3.123)
J :
si:
0A ,
nxA-nxA (—rofA —0 <£07 + gmdqb)) =n x A,. (3.124)
[ s

3.4 Metoda integrala Albanese-Rubinacci

Se porneste de la legea inductiei electromagnetice (Faraday) in formas:

0A . o
E=—— +gradV (3.125)
ot '
in care se inlocuiegte E din legea conductiei i se exprima potentialul magnetic vector
A, cu formula Biot-Savart, in functie de densitatea de curent J, despartindu-se com-
ponenta campului datoratd curentilor turbionari gi cea datoratd curentilor impusi din
bobinele sursa. Se obtine astfel ecuatia integrala a densitdtii de curent J scrisd, in medii
conductoare simplu conexe, sub forma:
o [10d oJ 1
—dv + gradV = v
4w J r Ot 61‘ r

c

pJ + 22 (3.126)

unde €, este domeniul curentilor turbionari iar Qg este domeniul infinit extins exterior
(aer) iar Jy este densitatea curentilor din hobinele sursa. Se introduce potentialul electric
vector ca:

rotT = J m Q. (3.127)
rotT -n =0 pe 09, (3.128)

si se folosesc elemente Whitney de ordinul 1 (elemente de muchie) si o procedurs Galerkin
in implementarea numerica:

T =5 o;(t)N; (3.129)

Domeniul conductor se discretizeazé folosind hexaedre. Muchiile active sunt doar
cele asociate corzilor coarborelui interior format din muchiile retelei de discretizare. Se
pornegte arborele de pe frontiera, in asa fel incat si se obtina si pe frontierd un arbore
complet. Se obtine un sistem de ecuatii de forma:

o
(AYlo] + 102 — o (3.130)
unde:
R = /p?’otNy;rotN;ﬁ,dv (3.131)

Lip = fo //~707‘N707‘NA(1?>(]17 (3.132)
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A o
at”medv (3.133)

_ 0
U, = Q/

Formularea este prezentatd de Albanese gi Rubinacci in [11] gi [12]. Pentru domenii
multiplu conexe, conditia T x n = 0 asociatd cu alegerea muchiilor active pornind de
la un arbore desfagurat in domeniul conductor discretizat cu elemente de volum devine
prea restrictiva cand apar si curenti de circulatie. Trebuie addugat un numéar de grade
de libertate egal cu numarul de tdieturi necesare pentru a reduce domeniul B> — Q. la
un domeniu simplu conex. Aceste grade de libertate aditionale pot fi asociate unui set
de integrale de linie (egale si corelate intre ele) ale lui T de-a lungul muchiilor care
intersecteaza suprafetele de tdiere care ar fi necesare in metoda clasici. Se utilizeazs un
arbore a carui generare pornegte cu muchiile de pe frontiers, astfel incat acestea s& formeze
la randul lor un arbore complet. Daca se noteazi cu E-numérul de muchii pe frontiers si
cu V' —I-numérul de noduri de pe frontierd, numarul de elemente active de pe frontiers este
de E—V +1. Acesta formulare este prezentatd in [2]. Tratarea problemelor continand si
domenii feromagnetice se poate face considerand intreg mediul problemei liniar magnetic
§i corectand iterativ valoarea magnetizatiei se pastreazd avantajele metodei Albanese-
Rubinacci. Albanese, Hantila, Rubinacci [7] [8] [9] [10] dezvolt# aceasti metods constatiand
o buna convergenta a procedurii iterative de corectie a magnetizatiei. Rezultatele lor se
bazeazd in principal pe rezultatele anterioare [11] [2] si pe articolele lui Hantil& privind o
metodd de rezolvare a campului magnetic stationar in medii neliniare magnetic (1974) [50]
[46] si dezvoltarilor ulterioare, pentru regim cvasistationar (1975) si folosind o metoda de
suprarelaxare (1982) [49].

3.5 Comparatie intre metodele numerice prezentate

Diferitele formulari utilizate in probleme de regim cvasistationar sunt comparate din punct
de vedere al rapiditatii de calcul, al necesarului de memorie si al preciziei solutiei obtinute
de cdtre Nakata, Takahashi g.a. Formularile comparate sunt A —®, A — & — U, A* — Q,
T — O, =~ Q. Se analizeaza efectele asupra parametrilor mentionati, pentru fiecare din
metode, pentru probleme test, daci se modificd raportul dintre volumul conductorului si
volumul intregului spatiu, forma conductorului, procentul ocupat de goluri din volumul
total al conductorului, in cazul domeniiilor multiplu-conexe, conductivitatea.

Se variaza raportul dintre volumul total al conductorului si volumul total al spatiului
si, lnand metoda A* — ®(E — ®) drept referinti, se observa ci formularea T — ) este cea
mai eficienta din punctul de vedere al timpului de calcul. Pentru evaluarea preciziei de
calcul se foloseste o metodd analiticd si se constatd c& metoda T — () este cea mai precisi,
daca se iau In considerare toate punctele de calcul.

Modificind forma conductorului (se schimba astfel si raportul dintre numdérul de
puncte de pe frontiera si numarul total de puncte in domeniul conductor) se constati
ca T — Q) 151 pastreaza eficacitatea, formuldrile A — ¥ — Q, A* — Q fiind mai bune din
punctul de vedere al necesarului de memorie si al timpului de calcul cu cat conductorul
este mai alungit.
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Modificand raportul dintre volumul conductorului si al golurilor se constata c& timpul
de calcul cregte pentru metoda T — §).

Efectul modificarii conductivitali este insa notabil in privinta cresterii erorii de calcul
pentru formularea A* — €.

In concluzie, dact metoda A* —Q pare la fel de buna ca gi T — € din punctul de vedere
al timpului de calcul gi al necesarului de memorie, la variagia formei conductorului si a
raportului conductor-spatiu izolant, eroarea este foarte mare la variatia conductivitatii
pentru formularea A* — ().

O comparatie intre metodele integrale si cele diferentiale (de element finit) e prezentati
de Trowbridge in [93], lucrare in care face si o sintezi a evolutiei utilizirii metodelor in-
tegrale in electromagnetism. In cazul metodelor de element finit (diferentiale), matricea
sistemului este de tip bandad gi este rard; la metodele integrale este plind. Calculul
coeficientilor sistemului obtinut este simplu in cazul metodelor diferentiale, in cazul met-
odelor integrale trebuie calculate integrale multiple. Pentru aceesi problemi, se obtine
un numar mare de necunoscute in cazul metodei elementului finit, un numir mic in cazul
metodelor integrale. De aici, comparatia complexitatii algoritmilor indicd o netd superi-
oritate a celor utilizati in cazul metodelor diferentiale, efortul de calcul, pentru un anumit
numar de necunoscute, fiind mai scazut. Timpul de calcul al solutiei este de ordinul
O(NlogN) pentru metode diferentiale gi de ordinul ©(N?) pentru cele integrale, daci
N este dimensiunea problemei. In cazul primelor, se discretizeaza in tot spatiul; numai
in domeniile active, in cazul celor integrale. Dac& dorim s& optimizim dispozitivul stu-
diat modificand distantele intre partile active sau avem o problemi de miscare in care
deasemenea partile active sunt in migcare relativd, nu avem probleme cu discretizarea in
cazul metodelor integrale, avem nevoie de refacerea retelei de discretizare globale, in cazul
metodelor diferentiale.

O analiza comparativa a metodelor integrale si diferentiale de calcul a problemelor de
curenti turbionari e prezentata si de Albanese gi Rubinacci in 1987 [12] dar si, mai nou,
in 1995, de Albanese, Rubinacci g.a. [13]. Se utilizeaza doud metode diferentiale duale
(A —®) 50 (T — Q) (se furnizeazi astfel i o metodd de determinare a erorii constitutive
in domeniul solutiei, utila pentru rafinarea solutiei) si o metod4 integrals ce reduce prob-
lema de cdmp neliniara la rezolvarea unei retele neliniare echivalente. Aplicarea acestor
metode pentru analiza unui circuit magnetic masiv caracterizat prin prezenta materialelor
magnetice moi gi dure si a intrefierurilor inguste conduce la un timp de lucru mai mare
in cazul formuldrii (A — ®) decat in cazul (T — Q) sau al metodei integrale. Metoda
integrala utilizata este eficientd in cazul retelelor de discretizare regulate, pentru care se
obtin timpi de calcul CPU mici si o acuratete convenabild. In [92], lucrare prezentatd la
editia din 1995 de la Berlin a COMPUMAG-ului C.W. Trowbridge, presedintele Societitii
COMPUMAG si al Vector Fields Ltd. a sintetizat rezultatele cercetirilor din ultimii ani
gi tendintele majore pana in anul 2000. Prima directie indicatd este "3D analysis with
rigid body motion - the use of integral methods and parallel processing” (analiza tridimen-
sionald cu corpuri rigide in miscare - utilizarea metodelor integrale gi calculul paralel).
Posibilitatea utilizdrii metodelor integrale pentru analiza corpurilor tridimensionale in
migcare, cu sistemele de referinta atagate corpurilor, considerand medii neliniare si cal-
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culand forta si cuplul care actioneaza asupra corpurilor mobile folosind tensiuni max-
welliene este intr-adevar o solutie al carei viitor pare asigurat de dezvoltarea metodelor
de paralelizare a calculului in sisteme distribuite. Aplicarea acestor proceduri de calcul
la studiul unor dispozitive electromecanice ca trenuri cu levitatie magnetica, lagare fara
contact, lansatoare electromagnetice, promite o arie de utilizare foarte tentants.



Capitolul 4

Cateva aspecte privind tratarea
problemelor de curenti turbionari in
medil In miscare

In acest capitol nu am intentia sa fac o prezentare exhaustiva a metodelor de calcul
numerice prezente in literaturd pentru calculul problemelor de curenti turbionari in medii
in migcare. Nu intentionez sd fac nici macar o prezentare sistematicd. Voi urmiri totusi
trel aspecte pe care le consider importante:

L. In primul rand, voi incerca sa stabilesc care sunt dificultétile specifice ale prob-
lemelor de curenti turbionari in medii in migcare;

2. In al doilea rand, voi prezenta solutiile folosite pana acum pentru aceste prob-
leme, Incercid sd detagez avantajele unora dintre aceste solutii si s& pun in luming
contributiile timpurii sau recente pe care aceastd lucrare le foloseste;

3. In final, voi incerca s& prezint cateva aplicatii prezente in literaturs.

4.1 Metode diferentiale sau integrale; sistem de
referinta fix sau mobil

In capitolul anterior am prezentat metode de calcul pentru curenti turbionari si am expus
unele avantaje gi dezavantaje ale metodelor prezentate. In cazul metodelor diferentiale,
unul din dezavantaje este ca discretizarea trebuie refacutd la fiecare pas de timp. O
solutie folosita este, atunci cand geometria problemei o permite, folosirea unei discretiziri
deajuns de regulate in zona de contact intre mediile in miscare, in asa fel incat la fiecare
pas de timp numai o parte a retelei s fie afectati. In cazul in care geometria nu o permite,
folosirea multiplicatorilor Lagrange pare sa fie solutia ideald. Daci este folosita in schimb o
metoda de tip BEM-FEM, hibrida sau integrala, aceasta dificultate nu mai apare, reteaua
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de discretizare nu mai trebuie refdcutd. Dezavantajul major in cazul acestor metode este
cd matricea sistemului nu mai rezulta nici rard (ca la BEM-FEM si la metode hibride) si
este chiar plind (la metoda integrald Albanese-Rubinacci). Dimensiunea sisternului e in
schimb mult mai micd in cazul acestor metode.

O alta dificultate majord, in cazul metodelor diferentiale, este datorati termenilor de
ordinul unu din sistemul de ecuatii diferential ce rezulta din formularea problemei pentru
medii In migcare. intr—a,devér, daca se folosegte un sistem de referinta atasat laboratorului,
imobil, ecuatiile campului pentru medii in migcare vor include si un termen ce contine
explicit viteza. Efectul acestui termen poate fi aparitia instabilitatii numerice a sistemului
de ecuatii, pentru un numar Peclet > 1. Numérul Peclet leags proprietétile de material
ale mediilor in migcare, dimensiunea geometrica a pasului local al retelei de discretizare
s1 viteza de deplasare a corpurilor in miscare:

voh |
pe = 29" (4.1)

124

unde;:

1. Pe este numarul Peclet;
2. v - este viteza;
3. 0 = 1/p este conductivitatea materialului;

4. v = 1/p este susceptivitatea magnetica a mediului;

In Anexa B se prezinta definitia numarului Peclet si se discuti influenta valorii acestuia
pentru stabilitatea numerica a sistemului de ecuatii considerat. Influenta numarului Peclet
asupra stabilitatii numerice a sistemului de ecuatii e discutatd de Williamson si Chan in

[95], de Nakata [74] de Ito si Takahashi [56].

S()lu@iilf} pentru inldturarea acestei probleme sunt doud. Solutia clasici este "up-
winding”. In Anexa B prezint dupi definitia numarului Peclet in electrotehnics si aceasta
solutie pentru eliminarea instabilitagii la viteze mari, pentru care numirul Peclet este
supraunitar. Acesta se poate face fie prin modificarea functiilor de formi simetrice [56]
fie prin deplasarea punctelor de integrare Gauss la integrarea numerics [95]. In oricare din
aceste metode se foloseste "up-wind” optimal, cu valoarea pentru coordonata & In cazul
unidimensional: ,

£ = coth(Pe) — —L (4.2)
Pe

Up-winding-ul optimal d& rezultate foarte bune chiar i atunci cand vitezele sunt mari

deci pentru numere Peclet mari.

Discutia asupra stabilitatii se poate face si in functie de numérul Courant (vezi Anexa
C). Pentru numere Peclet mari, impunand totusi o conditie Courant care coreleazi pasul
de timp cu pasul retelei in directia miscrii gi viteza (trebuie redus pasul de timp pentru
a reduce numarul Courant sub valoarea 1), Kameari [61] obtine rezultate stabile si foarte
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apropiate de valorile analitice, degi numarul Peclet este mare. Dar reducerea pasului de
timp nu este intotdeauna o solutie acceptabila, aratd Bossavit in [22], unde folosegte o
metodd FEM-BEM pentru rezolvarea unei probleme cuplate mecanice si electromagnetice.
Atunci solutia eliminarii instabilitatii numerice datorata termenului de ordinul unu, care
contine viteza poate fi alegerea unui alt sistem de referintd, in asa fel incat termenul
care confine viteza explicit sa dispara. Aceasta Inseamna sa se foloseasca un sistem de
referinta atagat corpurilor in migcare. Soluiia este propusa si de Nakata [74], pentru o
problema in care include gi medii neliniare, intr-o formulare diferentiala, i de Bossavit
[22], intr-o formulare BEM-FEM, de Kettunen [91], cu o formulare hibrida, de Albanese,
Hantila, Preda si Rubinacci [5], cu o metoda integrald (vezi gi [11]) dar si de Kurz si
Fetzer [66] [65], cu o formulare FEM-BEM. Pentru numere Peclet mari, aceastd solutie
pare sa fie excelentd [74] [22] [66]. Nu pot fi neglijate lucrarile lui Formisano si Villone
[40] pentru sprijinirea opgiunii pentru formularea Lagrangiana, adica scrierea ecuatiilor
in sistemul de referinta atagat corpurilor. Putem alege oricate sisteme de referinta atasate
corpurilor in migcare, aratd Kurz si Fetzer [66] dar Bossavit o aritase deja in [22]. In [51]
[5] [44] [6] am ardtat ca se poate ataga cate un sistem de referinta fiecirui corp conductor
sau fiecarei grupe de corpuri conductoare ce se migca cu aceeagi viteza.

4.2 Cateva aplicatili numerice in probleme cu medii in
migcare

Wiliamson gi Chan, in 1993, prezintd rezultatele obtinute cu o formulare A — ® — ¥ pen-
tru o problema implicand curenti turbionari, medii neliniare magnetic gi migcare relativa
[95]. Sistemul de referinta este atagat laboratorului iar numéarul Peclet obtinut pentru
aplicatia propusa e superior lui 2. Pentru a elimina oscilatiile nefizice ale solutiei ecuatiei
diferentiale se foloseste up-winding cu deplasarea punctelor de integrare Gauss la integ-
rarea numerica pentru termenii de ordinul unu in ecuatia diferentiala. H.T. You, K.R.
Shao, K.D. Zhou, J.D. Lavers [96] propun, pentru o problemd de curenti turbionari cu
medii in migcare, folosirea unor functii pondere modificate folosind up-winding-ul optimal.
Variante ale acestel metode sunt amintite de Wiliamson gi Chan [95] si sunt prezente si

la Z. Liu, G.E. Eastham si G.E. Dawson [68].

Pentru a elimina problema instabilitatii solutiei numerice care apare la viteze mari,
pentru numere Peclet mari, . Muramatsu, T. Nakata, N. Takahashi si K. Fujiwara
propun folosirea unui sistem de referinta atagat corpului in migcare; ei folosesc o
combinatie intre metoda diferentelor finite gi metoda fazorilor. Autorii ajung la con-
cluzia ca in cazul vitezelor mici trebuie utilizat in continuare sistemul de referinta fix iar
pentru viteze mari (Pe > 1) este necesara utilizarea sistemului de referinta mobil, solutia
obtinuta fiind stabila chiar si pentru viteze foarte mari.

Kuo-Ta-Hiesh [54] folosegte tot un sistem de referinta atagat corpurilor in migcare,
pentru o aplicatie la lansatoare electromagnetice. El observa ca folosind o formulare Lag-
rangeiand se elimina instabilitatea numerica la viteze foarte mari. Kuo-Ta-Hiesh foloseste
formularea (A — V') cu o conditie de etalonare Coulomb pentru A.
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T. Onuki, 5. Wakao, T. Yoshizava [79] utilizeaza tot un sistem de referints atasat
corpurilor in migcare, pentru a elimina oscilatiile solutiei la viteze mari (pentru aplicatia
propusd de ei, valorile numarului Peclet sunt Pe=0.785 pentru v = 5 m/s si Pe=7.85
pentru v=50 m/s).

In ultimii ani echipa de la Universitatea din Bath comunicé rezultate privind modeliri
cu elemente finite ale problemelor de curenti turbionari tridimensionale, cu medii in
migcare. N. Allen, D. Rodger, H.C. Lai, P.J. Leonard modeleaza plici subtiri conductoare
avand o migcare cu vitezd in directia planului placii cu ajutorul a doufi mirimi scalare
(T si componenta normald a lui B) [31]. Se compard rezultatele obtinute prin aplicarea
acestel metode cu rezultatele obtinue cu metoda (A — @). Aceste metode (T — B-n — U
st B-n — W) se pot utiliza in cazul in care conductorul in miscare are grosimea mai
mica decat adancimea de patrundere a materialului, caz in care densitatea de curent se
poate considera constantd in adancimea regiunii conductoare, placile conductoare putand
fi modelate ca elemente de suprafata.

P.C. Coles, D. Rodger, H.C. Lai, P.J. Leonard propun, pentru probleme de curenti
turbionari in care conductivitatea mediului in migcare este foarte mici, utilizarea a doui
potentiale scalare [32]. Intr-adevir, pentru dispozitivele care includ conductoare invari-
ante sectinea transversald perpendiculara pe directia de migcare se poate folosi o metods
cu lemente finite In care A si V sunt necesare. Daci insi conductivitatea mediului in
migcare este foarte micd, campul magnetic indus de curentii turbionari este foarte mic
g1 poate fi neglijat. Si in acest caz este mult mai economic si se formuleze problemele
utilizand doua potentiale scalare. Se investigheazs problema lichidului conductor dintr-o
conducta cu doi electrozi perpendiculari pe cAmp si fluxul de lichid.

Alte aplicatii in care apare migcarea sunt sistemele de franare electromagnetica, mod-
elate de o echipa de la LEG, cu N. Labee, Y. Marechal, G. Meunier si H. Ben Harara
[67]. Curentii turbionari tranzitorii in conductoare neliniare magnetic In migcare sunt
modelati cu elemente finite. Se utilizeaza o formulare in A i o tehnicd de omogenizare,
pentru a face geometria unei regiuni in migcare invarianti in directia vitezei. Se poate
astfel elimina utilizarea multiplicatorilor Lagrange pentru cuplarea celor dous discretiziri
diferite din mediile active in migcare. Se compard utilizarea sistemului de referinta fix si
In migcare.

Tot un sistem de franare folosind curenti turbionari dar pentru trenuri de mare vitezs
studiaza i D. Albertz, S. Papan si G. Hennenberg [14]. Se foloseste o formulare A —
V' — A cu conditia de etalonare Coulomb si o proceduri iterativd de subrelaxare pentru
materialele neliniare.

In ultima vreme se utilizeazd tot mai mult metode integro-diferentiale sau integrale
pentru rezolvarea problemelor de curenti turbionari incluzand miscarea.

Bossavit [22] propune o metods avand la bazg o formulare Lagrangeana pentru curenti
turbionari in conductoare deformabile. Metoda este o metodi de tip BEM-FEM iar prob-
lema propusd este cea a unei plici feromagnetice subtiri supusi actiunii a doud campuri
magnetice: unul uniform si constant in timp si altul produs de o hobin# parcursi de un
impuls de curent. Sub actiunea fortelor de natura electromagnetici placa se deformeazi.
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Bossavit insistd asupra faptului ¢& problemele instabilitatii solutiei numerice nu dispar
daca se folosegte un sistem de referinta atagat corpurilor in migcare, aceast fenomen mani-
festandu-se pur si simplu in alt fel. Folosirea unei scheme de integrare in timp de tip 4, cu
# > 1/2, daca nu se poate accepta scaderea pasului de timp, pentru a elimina instabilitatea
solutiei numerice, pare sa fie solutia ideala.

Folosind rezultatele lui Albanese, Hantila gi Rubinacci, echipa din Pisa formata din
Espozito, A. Musolino g.a. a dezvoltat, incepand din 1995, o metoda pentru calculul
curentilor turbionari in medii conductoare gi neliniare magnetic in migcare, considerand
sistemele de referinta plasate atat in sistemul laboratorului cat gi atagate corpului in
migcare. Astfel, apare gi un termen continand explicit viteza [37]. In lucrarea citata,
Espozito, Musolino g.a. nu discuta problema stabilitagii solutiei numerice.

Echipa de la Tampere folosegte formularile hibride dezvoltate de Kettunen si Forsman
[41] pentru probleme de curenti turbionari i pentru aplicatii in care apar corpuri rigide in
migcare [91]. Sunt folosite sisteme de referinta atasate corpurilor in miscare si o integrare
in timp folosind Runge-Kutta, cu un pas de timp suficient de mic pentru a nu constata
instabilitatea solutiei numerice.

Kurz g1 Fetzer, utilizand o formulare proprie FEM-BEM dezvoltata pentru medii con-
ductoare si neliniare magnetic, sisteme de referinta atagate corpurilor rigide in miscare,
[66] [63] trateazd probleme cuplate electromagnetice si mecanice. Calculand fortele ce
actioneaza asupra unei placi de aluminiu plasate deasupra unui ansamblu inductor format
din doud bobine coaxiale [66] [63], Kurz gi Fetzer rezolvda ecuatia mecanici descriind
traiectoria placii sub actiunea fortelor de naturd magnetica. O alta aplicatie [39] este a
unul motorag de ceas la care bobina inductoare este alimentata in tensiune.

In cateva aplicatii intervine calculul fortei de levitatie gi studiul stabilitaii mecanice;
e vorba de aplicatii cu trenuri cu levitatie magnetica (MAGLEV), lansatoare electromag-
netice gi rulmenti fara contact.

Problema cuplatd, a evolutiei plasmei in apropierea peretelui conductor, dupa caderea
sistemului de control vertical in Tokamakuri, este studiatd de Albanese, Formisano, Fresa,
martone, Rubinacci gi Villone [3]; dacd plasma se apropie de peretele conductor, cresc
curentii care evolueaza partial in plasma, partial in peretele conductor. mai multe modele
ale plasmei sunt propuse; pentru modelul plasmei cu masa nula, analiza curentului halou
se poate face cu o formulare electromagnetica simpla.

M. Enokizono, T. Tadaka g.a. utilizezd metoda elementelor de frontierd, calculand
g1 fortele elctromagnetice cu metoda integrarii tensorului tensiunilor maxwelliene, pentru
a stabili miscarea metalului topit si levitat sub actiunea campului magnetic; pentru de-
terminarea distributiei inductiei magnetice B, se rezolva intai ecuatiile campului apoi se
determina fortele si momentele de rotatie. Pentru asigurarea stabilitatii este importanta
forma bobinei excitante.

Mai vechile preocupari ale lui Yonnet (1981) [1] privind lagédrele fara contact cu
magneti permanenti sau ale lui M. Marinescu gi N. Marinescu (1989) privind stabilitatea
unui sistem de rulmenti fara contact folosind levitatia asigurata de magneti permanenti si
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sisteme supraconductoare sunt reluate de M. C. Marion-Pera i J. P. Yonnet [70]; supra-
conductorul este tratat ca un material diamagnetic perfect; mai multe forme ale parti
levitate sunt luate in considerare. In astfel de aplicatii forta de levitatie, care asigura
sustinerea gi derivata fortei de revenire, care asigurd stabilitatea, trebuie si fie cat mai
mari. De aceea se iau in considerare magneti permanenti putrernici si forme geometrice
care sd asigure auto-stabilitatea, in sistemele cu auto-reglare, pe de o parte sau hobine
supraconductoare si sisteme de control ultra-rapide, pe de altd parte, in sistemele care
folosesc dispozitive electronice pentru controlul stabilitatii.

Utilizarea formularilor clasice FEM sau BEM pentru rezolvarea problemelor de
levitatie sau stabilitate pentru lansatoare electromagnetic sau tunuri electromagnetice este
destul de limitatd (a se vedea si lucrérile lui Ki-Bong Kim, 7. Zabar, E. Levi [64] si LR.
Shokair [89]); scheme echivalente cu circuite in regim tranzitoriu sunt mai rispandite (vezi
H.A. Calvin §i S.A. Virostek [27]); in unele aplicatii insa, se considers problema de curenti
turbionari cu corpuri in miscare, ca la Rainsworth, Rodger si Leonard [84].



Ecuatia integrala a densitatii de curent
in medii conductoare, in migcare

5.1 Ecuatia integrala a curentilor turbionari

Fie un domeniu de calcul conductor, notat cu Q¢, care poate fi format din unul sau
mal multe corpuri conductoare ., 8 = [JQ,.Fie Jy densitatea de curent impusa. Ea
e localizata in bobinele parcurse de curent (pot fi bobine supraconductoare fasciculare).
Bobinele (care pot fi i supraconductoare) au o valoare impusé pentru Jg care trebuie sa
fie luata uniforma in sectiune transversald. Fie J densitatea curentilor turbionari. Ea
este localizatd in toate corpurile conductoare ce pot fi in migcare. intregul spatiu are
permeabilitatea magnetica a vidului po (vezi Figura 5.1).

Sistemele de coordonate sunt fixate pe corpurile conductoare. Din legea lui Faraday
avem:

E=- (%? + gradV) (5.1)
Formula Biot-Savart-Laplace ne da potentialul vector:
o d ‘
A=t / Cdvo + Ag (5.2)
Adm J r ‘

e

unde Agy este potentialul vector produs de densitatea de curent impusa Jg, ¢ este
domeniul curentilor turbionari. Din ecuatiile (5.1) si (5.2) se obtine ecuatia curentilor

turbionari:
HO Z /
47r dt

unde p este rezistivitatea in punctul P. In relatia 5.3 am mai notat cu:

DAo(P)
o1

va + gradV = — (5.3)

e N¢ numarul de corpuri conductoare;

43
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Fig. 5.1: Domeniul problemei de curenti turbionari

e Q¢ corpul conductor k;

P, punctul in care se calculeaza marimile de camp;

e (), punctul curent de integrare in domeniul sursa:

r(P, @), distanta dintre punctele P si Q.

Relatia (5.2) este obtinuta conform regimului stationar, in care este dat campul densititii
de curent. Aceasta relatie nu depinde de migcarea corpurilor. Relatia (5.1) depinde de
variatia in timp a intensitatii campului electric E deci de variatia in timp a densititii de
curent J. Relatia (5.3) reprezinta o ecuatie integrala a densitatii de curent in care nucleul
1/r si termenul liber Ay depind de timp. Viteza nu apare explicit in aceste ecuatil.
Fiecarui corp conductor in migcare ii atagim un sistem de referin{i propriu, in care sunt
calculate marimile de cAmp locale.

5.1.1 Potentialul electric vector

Legea circuitului magnetic impune conditia de etalonare pentru J: divJ = 0. Aceasts
conditie e asigurata introducand potentialul electric vector T ca:

rotT = J (5.4)
Deci T este asociat densitatii de curent J. Pe frontiera 9 avem conditia:

Jn=nrotT =0 (5.5)



Ecuatia integrala a densitatii de curent in medii conductoare, in miscare 45

Evident, relatiile (5.4) si (5.5) nu pot sa defineascd in mod unic potentialul T. Trebuie
sa adaugam o conditie de etalonare pentru T.

5.1.2 Solutia lui Galerkin pentru ecuatia curentilor turbionari
Fie functiile Ny definite pe Q¢ gi avand rotNy liniar independente. Consideram:
n
T =) an(t)Ng (5.6)
k=1

si dacd proiectam ecuatjia (5.3) pe functiile liniar independente rot Ny si integram pe intreg
domeniul Q¢ atunci:

{ 1
/ protNydv + Ho & / / —rotNgrotTdvdy =
Q¢ drdt J J r
Q¢ Qo
d _
% rotNx Agdv k=1,2,---,n (5.7)
dt '
Q¢

Datorité relatiei (5.5) avem (vezi gi Anexa A):
/ rotNygradVdv = 0 (5.8)
Qe

Folosind relatia (5.6), relatia (5.7) conduce la urmitorul sistem liniar de ecuatii
diferentiale:

IR+ 5 (L)1) = (0] (59
unde [I] este un vector de forma:

I = (CY](t),(Xz(t),"‘7Q’n(t))T (5.10)

iar:
U = (Uy(1), Uy(t), - Un(1))" (5.11)

cw:
U, = ——% rotNgAgdv (5.12)

Qe

si {R}, {L} sunt matrici cu termenii generali de forma:

Ry = /7“0tN17'0tdev (5.13)
Qc
L = _Ho / —l—rotNirotdevdv (5.14)
v J J r
Qe Qe

In ecuatia (5.9) o parte dintre coeficienti se schimba in timp datorita migcarii corpurilor
conductoare. Acesti coeficienti sunt acei termeni L;, pentru cazul in care 7 si k sunt
asociafi corzilor plasate in corpuri conductoare diferite si termenii Uy, dacd se asociazd
lui k& muchii din corpuri care se deplaseaza fata de bobinele parcurse de curent.
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5.1.3 Elemente de muchie si conditia de etalonare topologici

Divizam domeniul conductor Q¢ in subdomenii w;. Consideram, pentru simplitate,
toate aceste domenii de forma tetraedrala. Admitem c& in fiecare tetraedru dependenta
potentialului vector T este liniara fata de coordonata baricentricd R si are forma:

T=a+bxR (5.15)

Cunoscand integralele de linie ale lui T pe muchiile tetraedrelor, atunci T este bine definit
oriunde in interiorul tetraedrelor. Valorile pentru coeficientii vectoriali a si b sunt:

~ 7 (R2 x Rg) + 5 (Rg x Ry) 4+ 75 (Ry x Ra) _ 7151+ 1Sz + 7353 (5.16)
6v 3o 220

§i: , ‘ ‘
(o =T+ 7o) Ry + (=7 4+ 7)) Ry + (1 — 2+ 712) Ry :

b = (5.17)

6v
unde 7; si 7;; sunt integralele de linie ale lui T pe muchiile PyP; si P P;, v este volumul
tetraedrului gi S; este aria orientata a tetraedrului (vezi Figura 5.2)

2

Fig. 5.2: Tetraedru cu muchiile si suprafetele orientate

Considerdam acum functia My, functie care are comportarea impusa de relatia (5.15)
in fiecare tetraedru si care are valori de muchie unitate pe muchia k si valori de muchie
nule pentu fiecare muchie i # k;

S; Ry ) ke
— 2iE 2423 A R
Mk = 30 + 60, X R ([(LC(I, 1’ & W ( .

o]
—
(o8]

e
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unde 7 este indicele unui tetraedru w; avand muchia k Relatia (5.18) defineste elementul
de muchie k.

Observatii

(05.1) Dacé muchia k e orientatd de la punctul P, la punctul P; si W;, W, sunt elemente
nodale ale punctelor 7 si j, atunci:

Mk = I/VZ'gT'adVVj — ngradVVi

(05.2) Se poate observa ugor ca:
a) div'T = 0 in interiorul tetraedrelor;

b) rot'T = 2b;

) componenta tangentiala alui T se conserva la suprafetele de separatie;
) componenta normald a lui T nu se conserva la suprafetele de separatie;

(a
(t
(c
(d
(e) componenta normald a lui J = rotT se conserva la suprafetele de separatie.
De aceea, divergenta de volum a lui J este peste tot zero;

(f) pe o fata marginitd de muchiile k,[,m fluxul lui J este dat de integrala
curbilinie a lui T pe muchiile k.1, m

5& consideram graful muchiilor unei retele de elemente finite, avand o descompunere
in arbore-coarbore. Evident, integrala pe o curba inchisé a lui T definegte in mod unic
fluxul Tui J pe fata marginitd de muchiile buclei. Dar fluxurile lni J nu pot defini in mod
unic valorile de muchie ale lui T. Se cunoagte din teoria circuitelor ca putem adiuga
orice valori pe muchiile arborelui dac, pentru muchiile coarborelui addugam valori care
sa verifice legea a doua a lui Kirchhoff. In particular, putem anula valorile de pe muchiile
coarborelui. De aceea, fluxurile lui J pe fete definesc valorile lui T pe muchiile coarborelui,
s1 aceste valori sunt unice.

Conditia topologica de mal sus este o conditie de etalonare care asigurd unicitatea
valorilor pe muchii ale lui T. Aceste valori sunt impuse nule pe muchiile arborelui i pot
sd fie nenule pe muchiile corborelui. De aceea, gradele de libertate ale lui T sunt date de
numarul muchiilor coarborelui.

Conditia pe frontierd (5.5) anuleaza orice integrald curbilinie pe o curbs inchisi a
lui T in lungul frontierei 0Q¢. Rezultd c& trebuie si definim mai intai arborele de (pe)
frontierd, si dupa aceea arborele muchiilor din interiorul domeniului . Aceste valori pe
muchiile coarborelui de frontierd sunt nule.

Pentru domenii multiplu conexe, nu putem anula toate integralele lui T apartinind
frontierei 9Q¢. Avem bucle care inconjoard suprafatadQe; (vezi v, si I' in Figura 5.3)
gi integralele lui T pe aceste curbe nu pot fi ficute nule. Avem o mulime {j} de ramuri
ale coarborelui pe orice suprafata 9€0¢; care inchide bucle in interiorul aceluiasi domeniu
Qc; (de exemplu multimea {j} pe suprafetele 9Q¢; si 9Q¢; in Figura 5.3).
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Fig. 5.3: Familii de corzi exterioare pentru domenii multiplu conexe

Toate muchiile coarborelui apartinand multimii {j} au aceeasi (necunoscuti) valoare
de muchie ( de exemplu i) pentru muchiile multimii {/}). Daca muchiile coarborelui inchid
bucle care inconjoara mai multe domenii, atunci ele au valori definite ca suma valorilor
pentru acest domeniu (de exemplu, muchiile coarborelui care apartin multimii {k} au
valoarea i; + 75 in Figura 5.4).

Fie Ny functiile avand valori de muchie unitate pentru toate muchiile apartinand
multimii {k} si valori nule pe muchii in rest:

Nk = > M;

ie(k)

In interiorul domeniului O = {JQ;, considerdm:

N; = M;.
Relatia (5.6) ne da:
n; 7y
T = Z O’J‘(i’)Nji + Z Ik(t)Nk (519)
7=1 k=1

unde n; este numarul de muchii ale coarborelui in interiorul domeniului Q¢ si 7y e numarul
de multimi de muchii de frontierd. Relatiile sunt valabile si pentrn domenii multiplu-
conexe. In acest caz notam:

[ = (0/17027"' s Wiy Ty oy e '72'71,1))
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—
L _
{k}

Fig. 5.4: Domeniu multiplu conex, alegerea unui sistem de corzi pe frontiers

5.2 Rezolvarea numerica a ecuatiei de curenti turbion-
ari in medii conductoare

5.2.1 Alegerea arborelui pentru domenii simplu conexe

Golias si Tsiboukis [42] indica pentru probleme de magnetostatica utilizand potentialul
vector, o slabd convergenta a solverului iterativ ICCG in cazul utilizirii unui arbore; o
imbunatétire se poate obtine prin dezvoltarea arborelui in directia ortogonala planulai
in care modulul inductiei magnetice B are valori maxime. Golovanov g.a. [43], folosind
o formulare T — § si elemente de muchie, nu utilizeazi un arbore tot din motive de
convergenta.

Albanese si Rubinacci [11], [2] utilizdnd metod& integrald prezentatd pentru corpuri
imobile, potentialul electric vector T gi un arbore, demonstreazé ci se obtine aceeasi
solufie pentru oricare arbore ales. Un avantaj al utilizarii arborelui este si reducearea
notabila a numarului de necunoscute.

Arborele trebuie construit incepand cu frontiera, in ag fel inca si se obtina un arbore
complet cu nodurile de pe frontiera. Astfel, cum impunem pe ramuri circulatiile lui T
nule, conditia de frontiera

J n=0

se obfine In mod natural, pentru T = 0 pe ramurile coarborelui format cu muchiile de pe
frontiera. Se continua apoi arborele adiugand noduri interioare, astfel incat cuplarea ar-
borelui exterior cu cel interior sa se faca printr-o singura muchie. Cum necunoscutele
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sunt asociate muchiilor coarborelui interior, sistemul se formeaza eliminand muchiile
apartinand arborelui interior, dupa ce am eliminat toate muchiile apartinand grafului
exterior. In calculul solutiei in J vor intra ulterior si valorile circulatiilor pe corzile ex-
terioaree, care sunt nule. Astfel, numarul de necunoscute se reduce la numarul de corzi
in coa‘rborele interior.

5.2.2 Calculul termenului Ry,

Termenii R sunt nenuli doar daca muchiile 7 §i & au un comun cel putin un tetraedru,
deci intre ele exista o relatie de "vecindtate”. De aceea, matricea {R} nu se modifici in
timp, este rara gi este formata din blocuri asociate fiecarui corp. Termenii acestei matrice
trebuie calculati deci o singurd datd si numai pentru muchii situate in acelasi tetraedru.
Cum J este constant in fiecare tetraedru, este posibild scrierea unei formule analitice
pentru calculul lui {R}:

{R}=p > by by v (5.20)

Tk,

unde byj = rotNy in tetraedrul T si Vy este volumul tetraedrului care contine muchiile
k i1 (vezi gi Figura 5.5. Dac# avem doud corpuri conductoare, matrice {R} poate s&

&

Py

By

Fig. 5.5: Pozitiile posibile ale muchiilor ¢ si k intr-un tetraedru a) tetraedrul contine muchiile
i i k aldturate; b) tetraedrul contine muchiile ¢ si & opuse; ¢) muchiile i si k sunt identice
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fie scrisa, separand blocurile referitoare la corpul 1 i corpul 2.

Exista doua tetraedre care contin muchiile ¢ gi & aldturate, unul singur continand
muchiile opuse si 4 pana la 6 tetraedre (depinzand de tipul discretizarii) care contin o
muchie (cazul in care k este identic cu i. Este utila folosirea unei liste, ordonata dupa
muchii, cu tetraedrele ce includ fiecare muchie pentru a elimina cautarile repetate in lista
tetraedrelor.

5.2.3 Calculul termenului L;,

Albanese, Rubinacci [11] propun calculul termenilor de acest tip folosind formule de quad-
raturd Gauss pentru evaluarea integralelor duble de volum, singularitatea datorati nucle-
ului 1/r fiind eliminatd printr-un artificiu numeric. Urankar [94] propune folosirea unor
formule analitice pentru integrale simple de volum. Se transformi integrala de volum
intr-o integrald de suprafata si in continuare se exprima integrala de suprafats in functie
de integralele pe muchiile ce marginesc suprafata. Aplicarea acestor formule este insi
costisitoare in ceea ce priveste timpul de calcul. O variantd de calcul foloseste si aceste
integrale. Se pot calcula termenii L;;, de acest tip:

1 ;
Ly, = Ho > b > blk//~(lvdv (5.22)
47 b r
7 l

unde by; = rotINj in tetraedrul 7; gi by = rotNy in tetraedrul 7;. Matricea este plina.
Fie:

1
I = / / T\ =dvdv (5.23)
Jo r

T

Tratamentul singularitdtii indusd de nucleul 1/r in I}, este necesar doar daci tetrae-
drele j si [ au o fatd in comun sau sunt identice. Folosind o formuld de integrare prin
parti, ecuatia (5.23) poate fi transformaté in:

1 1 1 L& : .
Iy = // ;clvdv = ~3 }{ % rn;ndA;dA; = ) Zlgnja,nlb % jé rdA;,dAp (5.24)
T, 1) a=1 b=

aT, AT, 8Tja 9Tiy

Integrala dubla de suprafata pe perechea de suprafete (07},,0Ty) a tetraedrelor Tj si
T) e calculata numeric. O variantd, propusa in [51], [5], [44] este si discretiz&m fata
tetraedrului folosind o retea triunghiulard regulatd cu n? elemente triunghiulare daca
n este diviziunea pe una din laturile fetei tetraedrului. Pozitia unui punct curent in
reteaua de discretizare poate fi parametrizata in functie de pozitiile varfurilor triunghiului.
Discretizarea suprafetelor se alege mai fina daca suprafetele 97}, si 9Ty, sunt apropiate si
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poate fi mai putin find atunci cand cele douil suprafete sunt mai departate. Formula de
integrare este (vezi Figura 5.6):

- A -A
Lo = / / rdAdA = 217820

J J nt
":)T] a a1 b

n—1n—1-p Mm—1n—1-r n—1n—r
oK
I B P PP LT (5.25)
p=0 g=0 =0 r=] v=1
n—1n—p [n—1n—1-r n—1 n-—r
20|22 2 Teamvt T Y rpgrive
p=1 g=1 Lr=0 wu=0 r=1 v=1

O astfel de metoda de integrare este, bineinteles, foarte costisitoare in ceea ce priveste
timpul CPU daca n nu este bine adaptat in functie de distanta intre suprafetele pe care
se integreazd. Pentri o eroare de calcul impus& mai mic decat ¢, trebuie s& alegem n:

Lpm
e

n >

120"

R}

Fig.  5.6: Discretizarea a doui fete din dou¥ tetraedre diferite; fetele pot fi si identice in
tetraedre identice; in functie de pozitia suprafetelor se stabileste si norma discretizaii

Folosind o formula de quadraturd Gauss pentru triunghinri (vezi [97], [82]), integrala
din (5.25) se poate calcula:

m m

L = / / rdAdA = Z Z’ﬂpqw RUMA (5.27)

(>Tx’)rll1 p=1g=1
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unde w?, si wj, sunt ponderile calculate in punctele p si ¢ ale fetelor 0T, si 0Ty, Timpul
de calcul se reduce semnificativ.

In cazul in care suprafetele sunt identice, se poate utiliza formula (5.25) cu un n mare
(n = 6) sau formula de quadraturd Gauss cu ponderi si puncte de integrare dirferite pentru
cele doud suprafete. Rezultatul este astfe obtinut cu o precizie mai buni.

O solutie acceptabila este si se calculeze integrala ca o integrala dubld de volum astfel:
se calculeazd integrala

1
[l - —d’(? (<

r
T

ot
[\

8)

cu formulele propuse de Urankar [94] si se integreazi cu Gauss acest rezultat astfel:

m

]jl = Z [1 * Wiy (529)
p=1

unde wj, este ponderea calculatd in punctul Gauss p din tetraedrului T;.

In cazul in care distanta intre tetraedre este mai mare, termenul I ;1 se calculeazd ca
o integrala dubld de volum. Se poate folosi o formuld de tipul (5.25), dezvoltati pentru
integrale de volum in loc de integrale de suprafatd. Ordinul optim al discretizirii se
stabileste, ca In [51], astfel:

(5.30)

Folosind o formuld de quadraturd gaussiani pentru tetraedre (vezi [51], [5], [44]):

1 m m 1
Iy = // —dvdv =) Y ——wj,pwy (5.31)
T]' T "

p=1g=1 Tjplg

unde wj, si wy, sunt ponderile calculate in punctele p si ¢ ale tetraedrelor T; 51T

Pentru a obtine un rezultat optim, din punct de vedere al preciziei i a timpului de
calcul, se calculeazd astfel: se foloseste formula (5.25) pentru integrarea suprafata pe
suprafatd, pentru suprafete identice; se foloseste quadratura gaussiana pentru suprafete,
pentru suprafete distincte ale aceluiagi tetraedru sau ale tetraedrelor apropiate; se folosegte
quadratura gaussiang pentru tetraedre, cu numar de puncte tot mai mic, pentru tetraedre
tot mai departate; de la o anumitd distants, se poate calcula integrala dubla ca produsul
volumelor inmultit cu functia de sub integrale. Alegerea metodei de integrare potrivite se
face cu ajutorul formulelor (5.26) si (5.30) si prin compararea rezultatelor cu rezultatele
folosind formula analiticd prezentatd in [94].

Termenul /j; se recalculeaza la fiecare pas de timp pentru tetraedre j si [ situate in
corpuri diferite, acelea pentru care nucleul 1/r se modifici in timp. Matricea {L} este
plind, recalcularea unora din termenii ei la fiecare pas de timp constituind principalul
efort de calcul.
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Dacd, de exemplu, avem doud corpuri conductoare, matricea {1} poate si fie scrisi,
separand blocurile referitoare la corpurile 1 i 2:

(= | [ (532

T . . . .
unde blocul [Ly1] = [Lq]" trebuie recalculat la fiecare pas de timp, blocurile diagonale
fiind calculate doar o singuré data.

5.2.4 Calculul termenului U,

Termenii Uy sunt calculati la fiecare pas de timp. Se utilizeazi o proceduri numerics de
calcul pentru calculul campului impus folosind quadratura Gauss pentru integrarea pe
tetraedre si o diviziune a domeniului curentilor sursé pentru integrarea pe acest domeniu.

1
U, = —— Z by; /Aodv =M< Z ka//—dv(lv (5.33)

TDA ‘W(HTJA

unde by; = rotNy in tetraedrul T, care contine muchia k.
Integrala dubla (pe tetraedrul T; si pe domeniul surselor) se calculeaz ca:

fio = (/f // dvdy = — Z Z wmqu (5.34)

=1g¢=1 "ip0q

unde w0;, §i wo, sunt ponderile calculate in punctele p i ¢ ale tetraedrului T ; g1 al domeni-
ului cu surse filiforme (care pot modela spire supraconductoare).

In integrala (5.33), sursele pot fi 5i bobine masive, care se modeleazi numeric prin
divizarea in subdomenii hexaedrale. Integrala (5.34) se poate scrie atunci ca:

Lo = 7 //-——(lv(lv = 7 Z/ / ————dvdv = (5.35)

J oo m nHl

dt ZZZ . wmelq

=1 p=1g=1 " 7p0g

unde wj, 1wy, sunt ponderile calculate in punctele p st ¢ ale tetraedrului T, gi al
hexaedrului H; din domeniul cu surse.



Capitolul 6

Ecuatia curentilor turbionari in medii
neliniare magnetic, in miscare

6.1 'Tratarea neliniaritatii

Metoda utilizata este prezentata in lucrarile lui Hantila [47], Albanese, Hantild, Rubinacci
[7], [8], [9], [10] si este folositd, pentru a mentiona numai cateva lucrari recente, de Chiampi
[30], Esposito, Musolino s.a. [37], [38]. Prezentam in cele ce urmeazi pe scurt aceasta
metoda.

Fie 2 domeniul corpurilor feromagnetice. Fie L si L, spatiile Hilbert pe care definim
produsele vectoriale

t
<u, v >= / / uvduvdr
0 Qp
s1 respectiv
< U,V >,=< u,av >,

unde o > 0.

Relatia constitutiva pentru marimile magnetice este:

H = F(B) (6.1)
unde F' este o functie Lipschitziana:
|F(B)) ~ F(By)| <AIB; —Byl, VBB, (6.2)
i uniform monotoné:
< F(By) — F(B;), B, — By >> \|B; — By, VB, B, (6.3)

Presupunem ca in aproape fiecare punct P al domeniului 1y avem o relatie locals
f:R® — R Lipschitziani si uniform monotond. Daci constanta locald Ap este marginit

25
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superior i constanta locala Ap este marginitd inferior, atunci relatia constitutivd F este
Lipschitziand i uniform monoton4.

Inlocuim relatia constitutiva /' cu:
H=/B-M (6.4)
in care:
M =vB - F'(B) = (G(B) (6.5)
Dacd v = 1/u este o constanta potrivit aleasd, atunci functia (i este o contractie:
|G(B1) — G(By)]l, < OBy — By, vB,, B, (6.6)

unde ©® < 1. De exemplu, putem s& ludm p € (0,2A/A?). Dacd mediile feromagnetice
sunt 1zotrope atunci in fiecare punct P putem lua p < 2p,, si constanta de contractie este
O = max(l—p/pnm, it/ pm —1). Se poate observa ci pentru jt = g, avem © = 1 — g/ .
De aceea putem sa inlocuim spatiul domeniilor feromagnetice cu un mediu liniar avand
permeabilitatea care sa asigure convergenta functiei H — M. Pentru g > pyy /2 aceasta
conditie este asigurata gi se aratd in [8] ci alegand y = o conditia este indeplinits.

Procedura iterativa pentru tratamentul neliniaritatii constd in doi pasi. Pornind cu
un M©) arbitrar ales, avem:

(P.1) Pentru o magnetizatie dati M®*~1D_ calculim campul cvasistationar definit de

ecuafiile:
' OB
rotE%) = 5 (6.7)
rotH®) = J) (6.8)
J® = cE® 4 3, (6.9)
B = po (H® 4 MOt-1) (6.10)

(P.2) Corectam magnetizatia M, folosind functia G-
M = @ (BW) (6.11)
Daca se indeplineste conditia de convergenta, adica:
e® = IM® — M=y (6.12)
este destul de mica, oprim iteratiile.
Functia M — B = W (M), definit& ca solutia ecuatiilor (6.7) --- (6.10) este nonex-

pansiva:

B, — B,

.= [W(B1) = W(By)l, < [|Bi — By, (6.13)

Procedura iterativa conduce la un punct fix M al contractiei G'o W : L,— L, Mda
solufia exactd a problemei neliniare. il’lt]‘—ﬂ‘deVil‘, dacd M®) = M*-1 atunci din relatiile
(5.13) 51 (6.11) avem H = ['(B). Convergenta liniard a procedurii de tip Picard-Banach
conduce la urmatoarele estimari ale erorii, referitor la iteratia k:
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e in comparatie cu solutia exacta:

N

BB

"T1-0
)

IH - H|, <

e in relatia constitutivas:

IH® — PBE)]), <

6.2 Ecuatia integrala a curentilor turbionari pentru
medii neliniare - formularea in potential vector T

In tratarea neliniaritatii se considera mediul omogen magnetic (cu permeabilitate egals
cu cea a vidului). Putem deci extinde metoda integrald descrisd in Capitolul 5 pentru
medii neliniare. Se adaugd in ecuatia integrald a densitatii de curent J termenul datorat
magnetizatiei M:
o d J o d [ Jg o d [ Mxr
J+—— [ =dv+gradV = ——— [ —dv — —— | ——
Pt A dtQ r T 4 dtﬂ r A diﬁQ r3

(o3 0 F

dv (6.14)

unde

e (¢ este domeniul mediilor conductoare:
e () este domeniul surselor, constituit din bobine supraconductoare;

e (5 este domeniul mediilor feromagnetice.

Domeniul conductor poate sa fie identic cu cel feromagnetic, poate s& includa pe acesta
sau poate sd aiba subdomenii comune cu domeniul feromagnetic. Parti din domeniile
feromagnetice si din domeniile conductoare pot s& fie in miscare.

Pentru domeniul Q¢ conductor se foloseste o discretizare in elemente tetraedrale (vezi
Capitolul 5). Pentru domeniul feromagnetic putem folosi aceeasi discretizare sau putem
folosi o discretizare diferitd. Considerdm domeniul feromagnetic divizat in np subdomenii
hexaedrale w,

Introducem, la fel ca in Capitolul 5, potentialul electric vector ca necunoscuti. Pe
frontierd avem conditia nJ = nrotT = 0. Cu Ny, k£ = 1,---,n notam functiile avand
rotNk liniar independente. Proiectand ecuatia (6.14) pe functiile de form# si pondere
rotNy si integrand pe domeniul conductor, obtinem:

wd 1

/rotTrotdev + He 2 / / —rotNyrotTdvdv =

. A dt J J r

o Q¢ Q¢
g d o - 1o d Mxr ,

.l 7‘0tNA,/£dvdv— 'I—E———/rotNk/ —dvdv (6.15)
Ao dt . J r dr dt r3
e Qo Qe Qp
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Se obtine deci sistemul de ecuatii diferem;i ale:

{£}a] + {f}[ ) =Ul+1V] (6.16)

unde termenii { R}, { R}, [a], [U] se ¢ alcu] eaza la fel ca g1 in Capitolul 5 iar termenul liber

Vi este:
5 d M x
Vi = ——-f:—;% / rotINy, /—;;—E(Zv(iz) (6.17)
QC QF‘

6.2.1 Corectia iterativa a magnetizatiei

Considerand M constant in fiecare element wp al domeniului feromagnetic Qg , termenul
Vi se mai poate scrie:

(Z oF S
Zam (6.18)
p 1
cu ’ r
ay, = %Q/ rotNy, x / ﬁdvdv (6.19)
o wp

Pentru corectia magnetizatiei M conform relatiei (6.5), trebuie recalculata inductia
B. In fiecare subdomeniu w; al domeniului feromagnetic putem calcula valoarea medie a
inductiei B:

B = — 5[ (n % A)dS; (6.20)

aw,

in care A este calculat cu formula Biot-Savart-Laplace. Se obtine, considerand M constant
in fiecare subdomeniu w; de volum v;:

N 1 ne l npo ‘
Biznz/nxJk-—Z%pMﬁBo (6.21)
Ui k=1 Vi .21
unde:
B, = — 74 (n % Ag)dS; (6.22)
r‘)w,
s1:

gy = 1o f / B JoedsS, (6.23)

dw1 Wi

unde cu wy, am notat subdomeniul tetraedral al mediilor conductoare. Tensorul Vip este:

;‘;m Ho f}gnp,nl— n, - n>l’§p(lq (6.24)

L’Wz Wp

In ecuatia anterioard am folosit notatia ; pentru produsul diadic.

Pentru o parte din termenii %:p, Bir i agp nucleul 1/r sau 1/r? este variabil in timp
(cand integrarea se face pe subdomenii sau suprafete ale subdomeniilor din corpuri ce se
deplaseazd cu viteze diferite).
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6.3 Ecuatia integrala a curentilor turbionari pentru
medii neliniare - formularea in Tintegral

Pornim de la legea lui Faraday, scrisd intr-o formé integrald, in sistemele de coordonate
atagate corpurilor conductoare in miscare:

E=—(A+gradV) (6.25)

unde am notat cu E integrala in timp a intensitatii cAmpului electric E, sau potentialul
magnetic vector modificat:
13
E = / E(r)dr
0

Formula Biot-Savart-Laplace ne d& potentialul vector:

Mo

/ “dv + Ao (6.26)
C)Q(

unde Ag este potentialul vector produs de densitatea de curent impusd Jo, Q¢ e domeniul
curentilor turbionari.

Din relatiile (6.25) swi (6.26) obtinem ecuatia curentilor turbionari:

J to [ Jdo Mxr ;

pJ “dv+ gradv =~ [ =04, / d .27

+4 7‘)(U—kglacv i) T pal (6.27)
QC Q() QF

unde am notat cu J integrala in timp a lui J:

J(7)dr.

C..a
o\w

Potentialul vector al acestei marimi este T

Folosind conditia de etalonare topologica, metoda Galerkin, elemente de muchie asociate
circulatiilor lui T de-a lungul corzilor coarborelui interior in reteaua tetraedrald dezvoltats
in mediile conductoare (ca in Capitolul 5, obtinem derivata in timp a ecuatiei (6.15):

/ rotTrotNydv + Z_U / / —rotNyrotTdvdv =
) Jr

Qe
e rot N} /'&dvdvh / rotNk/ M x rdvdv (6.28)
47 r r3

Sl Qo Qc Qp
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g1 deci avem sistemul de ecuatii:

(B + {L} el = U]+ [V] (6.29)

unde ag, R, Lip si ag, au aceeasi forma ca in (5.10), (5.13), (5.14) si (6.19) iar:

¢
an(t) = /ak(fr)d'r (6.30)
0
g1 unde:
J
Uy = e / rotNy /—O(lvdv (6.31)
4 Jor
Qe S
Vi = —{u—0 / rotNk/M Y dodv = Zakﬁ (6.32)
47TQ(:,' Qo p=l

6.3.1 Corectia magnetizatiei

Nu intervin modificari in procedura de calcul a magnetizatiei M, respectiv a inductiei B,
pentru iteratiile neliniare. Considerand B(t) = 0 pentru ¢ = 0 si o variatie de tip rampa
a campului sursa, cu aceasta metoda se considerd B constant in fiecare interval de timp
At. Variatia lui B de la un interval At la altul se face in mici trepte. In formularea
anterioard, consideram ca B variaza liniar pe fiecare interval de timp At. dar pentru o
variatie liniara a lui B, M nu variaza liniar. Considerand inductia B constantd pe un
interval de timp At, valoarea magnetizatiei M este bine calculatd in functie de inductia

B.

6.4 Calculul termenilor sistemului

6.4.1 Calculul termenilor V}, a,, si 5,

Termenii V}, se recalculeaza la fiecare pas de timp si pentru fiecare iteratie neliniard
deoarece ay, se modifica la fiecare pas de timp iar M, se modifica la fiecare iteratie
neliniara, fiind corectata in functie de B. Se calculeazi deci ay, la fiecare pas de timp
astfel:

ay, = %;— / rotNy x / i(lvalv =

Qe
23 by ></ /—dvdv . (6.33)
FDA T
H
47(:_ Z b/A X Iyp(l jv*’“)

T;Dk
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unde b, este rotNy calculat In tetraedrul 7). Integrala I, (. v, z) se calculeazi. pentru

J J it Yy 5 |
tetraedre T} si hexaedre wp apropiate transforméand-o intr-o integrald dubld de suprafati,
pe suprafetele tetraedrului, respectiv hexaedrului.

I, = / /—d’udv = % ]{ (n;n,) dA;dA, =

C]T] dwp
6 6 . r
S| [ [ SdAudagnn, (6.34)
a=1 b:l T]a Spr

Integralele de suprafata pot fi tratate ca i la calculul integralelor duble pe tetraedre.
Pentru suprafete identice, se folosesc sume Riemann cu o divizare find a fetei. Singular-
itatea se elimina fara dificultate, alegand discretizdrile pe cele doua domenii, conductor
s1 feromagnetic n aga fel incat punctele retelelor lor, tetraedrale si hexaedrale si nu fie
identice gi nici diviziunile fetelor tetraedrelor respectiv hexaedrelor si nu coincids, oricat
de fine ar fi cele doud discretizari.

Ijapb = / / F:d14jadf4pb = (655)
STja Swpp !

n—1in—o—~1m-—1m-1 n—1n—om—1m-—1

DI IDIS IR I I

2
n’m 0=0 ¢=0 r=0 s=0 'o0q'rs  o—1 q=1 r=0 s=0 'o0g?rs

in care n este numarul de diviziuni pentru o fata triunghiulard a unui tetraedru, m este
numérul de diviziuni pentru o fata a unui hexaedru; rezultd n? arii elementare triunghi-
ulare pe fiecare fata a unui tetraedru, m? arii elementare patrulatere pe fiecare fata a unui
hexaedru. In F igura 6.1 este exemplificata operatia de integrare.

O altd varianta de calcul, pentru suprafetele apropiate utilizeaza o formuld de quad-
raturd gaussiand pentru triunghiuri si patrulatere [82], [97]:

ry, ( W’ e
Ijapb - / / dA adApb - Z Z ! m pb (636)

STja Swpb g=1 7—1

unde n si m sunt ordinele quadraturii pe triunghiuri si patrulatere iar w?

ja
ponderile in punctele ¢ si 7.

§1 wyy, sunt
Pentru distante mai mari intre tetraedre gi hexaedre, se folosesc formulele de quad-
ratura Gauss pentru tetraedre si hexaedre [82], [97]:

I, = / —dvdv = Z Z Liapr fq 5 (6.37)

- r3
T; wp =1r=1"jqpr

unde w 7y Sl wH sunt ponderile in punctele ¢ §i r ale tetraedrului curent T}, respectiv

hexaedrului (,ment H,. Formulele de quadraturd Gauss sunt de ordine n pentru tetraedre,
de ordin m pentru hexaedre.

Pentru calculul matricii cu elementele ay, se calculeazi mai intai o matrice ai carei
termeni sunt I;,. Folosim in continuare urmatoarele notatii:



62 Ecuatia integrala a densitdtii de curent in medii neliniare

1120

R,

Fig. 6.1: Calculul integralei duble de suprafatd prin divizarea regulatd a fetelor tetraedrului
si a hexaedrului; exemplu pentru calculul unui termen

o {TC} pentru matricea cu elementele tcj, = I, cu j = 1---ne, p = 1 SN,
unde cu ne am notat numarul de tetraedre (sau subdomenii ce discretizeazi spatiul
ocupat de conductoare) iar cu np am notat numarul de hexaedre (sau subdomenii
ce discretizeaza spatiul oupat de corpurile feromagnetice);

e {AN} pentru matricea cu elementele ay,, k= 1---n., p=1---np unde cu n,i am
notat numarul de corzi interioare (muchii active);

e {B} pentru matricea cu elementele Bip.  Se observa ci aceastda matrice este
proportionald cu transpusa matricii {T'C}:

- __/__12 r:/‘rT
{B}Y = -{TC}

. Intr-adevar.termenii:

ZL—;t 'UO// 13dudv = 'L—Tf % (n;n,)dA;dA,

‘Wr:

/10 n; Lo | r ; Lo
B, = % / 2L A dv, = Z}F?é 7{ e / ~dudo

AT dwp Ty wp

coincid.
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Calculand matricea {TC} nu mai este nevoie si calculdm si matricea {B}. Aceasta
ugureaza semnificativ efortul de calcul la fiecare pas de timp.

Matricile {TC}, {AN} §i {B} au elemente vectori tridimensionali (componentele dup#
cele trei axe de coordonate in sistemul cartezian).

Se calculeaza in primul pas de timp matricile {TC} si {AN} in intregime si, la
urmatorii pasi de timp, din matircea { TC}, acei termeni care depind de timp. Doar pentru
a fixa ideile, sa presupunem ca avem doud corpuri rigide conductoare si feromagnetice, in
migcare unul fata de celalalt. Matricea {TC} poate fi scrisa, separand blocurile referitoare
la corpul 1 si la corpul 2:

_ | O] [TC] :
{TC} = { (TCou] [TCo] ] (6.38)

unde blocurile [TCyy] §i [TCyy] trebuie recalculate la fiecare pas de timp, blocurile diag-
onale fiind calculate doar o data, la primul pas de timp.

Matricea {AN} cu elementele de forma ay, se calculeazi in functie de {TC}.

Cu valorile calculate pentru magnetizatia M la fiecare iteratie neliniars, putem calcula
termenii vectorului V, ale cirui elemente sunt scalari:

{V} =[AN]M] (6.39)

6.4.2 Calculul termenilor 7;,
Termenul v;, este un tensor cu componentele:

_ Yipzxr  Yipoy Vipzz ‘
FyiP: Yipyz  Yipyy Vipysz (640)
Yipze  Yipzy  Yipzz

Matricea {I'}, cu elementele V;,, i = 1---np, p=1---np, este simetrica si deci poate
fi calculatd, la primul pas de timp, numai pe jumitate (matricea triangular superioars,
de exemplu). La urmdtorii pgi de timp, se recalculeazi termenii dependenti de timp, deci
pentru care nucleul 1/r este variabil datoritd miscarii.

Pentru doud corpuri feromagnetice aflate in migcare unul fata de celilalt, pentru care
am grupat termenii corespunzand fiecarui corp, avem:

v | Tl [T L
{I't = [ Tl [Fw]] (6.41)

unde blocul [I'y;] se obtine prin transpunerea lui [T'y;] si deci unul dintre ele va fi recalculat
la fiecare pas de timp. Blocurile diagonale se calculeazi numai la primul pas de timp.
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Termenul 7;, se poate calcula astfel:

= to n,;n; —(n,-n o
g ) g5 ds, =

‘)Wl Wp
H 6 .
0 , T
Z Z (ny;n; — (n, - n;)) / / —clgpr dSH,;s (6.42)
(1_1 b=1 Sw; Swp
unde
~Npy iy — Npsllis — NNy =Ny
n,;n; —(n, n;) = —Npy N —Npe iz — Np=Niz — Ny N (6.43)
—NpzTliy —Np Ty TNpa Ty — NpyNiy

Integrala dubla de suprafatd contindnd nucleul 1/r se calculeazs fie folosind o diviz-
are parametrica a fetelor patrulatere curente SH,, si SH,; ale hexaedrelor H, si H;, fie
utilizand o formula de quadratura gaussiand. Utilizand prima variantd de calcul, avem

formula: A .
(nbp = / / (lepdSaI — f” cw Z Z Z Z

4 .
n o=1q=1r=1s=1 'oqrs
SH.; S5 r{bp

(6.44)

unde cu A,; si Ay, am notat ariile suprafetelor SH,; respectiv S Hy,, n este ordinul di-
ViZaril, 145 este distanta intre elementul de arie cu indicii oq al fetei a a hexaedrului ¢
si elementul de arie cu indicii rs al fetei b a hexaedrului p. In Figura 6.2 se exemplifica
aceastd integrare.

Singularitatea care apare pentru cazul in care suprafetele de integrare coincid se
elimina izoland punctele pentru care » — 0. Discretizarea este cu atat mai find cu
cat fetele sunt mai apropiate. Pentru fete care coincid, se eliming punctele de integrare
comune, valoarea aproximandu-se prin interpolarea valorilor integralei in punctele vecine.

Integrarea folosind formulele de quadraturd Gauss de ordin m gi n pentru patrulatere
[82] se face astfel:

1 n ’
Laitp = / / = dSypdSa; = ZZ vl ap, (6.45)
;

SHai SHy,, g=tr=1'

unde am notat cu w!? ;51 cu wj ponderlle pentru functia 1/r in punctele ¢ si r ale patru-
laterelor S H,;, 1‘espectl\/ S pr. Pentru a elimina singularitatile, se folosesc formulele de
quadraturd pentru cele doud suprafete, cand acestea sunt apropiate sau identice, cu numir
diferit de puncte n # m.
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Fig. 6.2:  Calculul integralei duble de suprafatf cu discretizarea parametrici afetelor
hexaedrului
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Capitolul 7

Calculul fortelor in regim
cuasistationar

Prezentam in acest capitol doua metode de calcul pentru forte in regim cvasistationar,
metoda derivarii coenergiei si metoda fortei nodale; un caz particular al acesteia din urma
este si metoda integrarii tensorului tensiunilor maxwelliene. In ultima sectiune a acestui
capitol este prezentatd in extenso procedura de calcul numeric pentru forta ce actioneazi
asupra unui corp folosind integrarea tensorului tensiunilor maxwelliene pe o suprafata
definitd in jurul unui corp.

7.1 Metoda derivarii coenergiei

Scriem formula coenergiei:

\I!:/(/HBdH) (lQ:/p(em)dQ (7.1)

Utilizand formalismul geometriei diferentiale avem:

SH =V, (H-6u) = — Hed:buyp = —V, <H ¥ é) (7.2)

Diferentiala coenergiei este:

H H
5 = / ( / BSHAN + / BdHcS(dQ)) (7.3)
s1, tinand seama gi de:

5(dQ) = (V- 6u)dd (7.4)

ecuatia (7.3 se poate scrie:
S = / (BV,)(H - du) + pl™(V, - 6u)) df (7.5)
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Forta este derivata coenergiei magnetice in raport cu parametrul de configuratie w.
Se poate exprima forta utilizand gi formula duald - a energiei. Sub aceastid formi este
prezentata de Kameari in [58]

7.2 Forta nodala

Fie domeniul conductor € cu frontiera acestuia y. Folosind formalismul geometriei
diferentiale (vezi in lucrarea lui Bossavit [21] si Capitolul 2) se definegte forta nodald
ca:

[ =0Ty (7.6)

Pe interfata a doua medii cu permitivitati diferite, unde tensorul tensiunilor maxwelliene
T3y e discontinuu, avem:

f= (Tly = Tigh) (7.7)
Tensiunea superficiala se poate defini ca:

Tip = H; By, — Syp™™ (7.

<0
~—

unde presiunea electromagnetica poate fi definits ca:

H
plem) — / BdH (7.9)
deci ca densitate de coenergie. Lucrul mecanic elementar este:

SW = /f,iﬂ&u,idﬂ —{-/ff&td[’ = (7.10)
Q r

/' (TM{;} - Tikil) nk&qdf = — / Tiki);\,,éuidﬂ
r

Exprimam deplasarea elementard §u; in functie de functiile de form# nodale w,,:

du; = anéuni (7.11)
Astfel, lucrul mecanic elementar devine:
SW = Z (— / Tikakwndﬂ> Sugy = Z FriOtt; (7.12)
Expresia fortei nodale obtinute este:
I (7.13)

Diferentierea se face pornind de la nod; se diferentiaza pe tetraedrele ce inconjoars nodul.
Astfel se obgine lucrul virtual care apare pentru deplasarea acestui nod deci rezulti foria
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locala. Calculul fortelor nodale este util mai ales in probleme care corpurile nu sunt
rigide (probleme de vibratii, fluide in migcare) dar poate fi usor utilizat si in probleme
in care apar corpuri rigide in migcare. Pentru a obtine forta totald ce actioneazs asupra
unui rigid se sumeaza contributiile tuturor fortelor nodale. Sub aceast& forma, metoda
este prezentata de Kameari [61] [58]. Metoda de calcul a fortei prin integrarea tensorului
tensiunilor maxwelliene pe o suprafata inchisd ¥ ce inglobeaza corpul se poate obtine din
ecuafia (7.10) inlocuind vectorul du cu vectorul unitate in fiecare directie in interiorul
suprafetei ¥ i cu 0 In exteriorul ei.

7.3 Metoda tensorulul tensiunilor maxwelliene

O dificultate ce apare In aplicatii in care se integreaza tensorul tensiunilor maxwelliene
este definirea suprafetei de integrare, in exteriorul corpului asupra ciruia se exerciti
forta [33]. Am inglobat in modulul de preprocesare al pachetului de programe pe care
l-am dezvoltat o procedurd ce extrage suprafetele orientate in exteriorul corpului ale
subdomeniilor tetraedrale care discretizeza corpurile conductoare. O procedurs simpls ne
permite sa expandam aceste suprafete, asambland astfel o suprafata de integrare pentru
tensorul tensiunilor maxwelliene, prin aer.

Fie un corp rigid €, avand frontiera 9., intr-o structuri continand corpuri con-
ductoare, feromagnetice gi infasurari filiforme. Putem considera gi infisuriri bobinate
modelate ca bobine masive dar in care nu se induc curenti. Corpurile se pot deplasa cu
viteze diferite unul fata de celalalt. Fie o suprafata ¥ ce imbrac# domeniul £, miscandu-
se odatd cu acesta. Daca fixam un sistem de referinta legat de corpul Q., in acest sistem
de referinta suprafata ¥ este imobild. Forta toald se calculeazi cu formula:

1 4 B?
F=—¢|(n-BB-n—|dA (7.14)
o E 2

unde inductia cAmpului magnetic intr-un punct pe suprafata de integrare ¥ se calculeazi
cu:

B Mo

JxR Mo [ (7"OtM) x R Ho JO xR e dix R .
= —_— R e 15
47rQ R3 +47T / vt 7-15)

o
— [ ——dv+ ) — p ————, (
R3 4 R ,; 4 R
Qp Qo s Ty

unde se noteaza cu ). reuniunea domeniilor conductoare, cu ) reuniunea domeniilor
feromagnetice, cu )y domeniile masive cu surse si cu 'y, bobinele filiforme.

In Figura 7.1 este schematizata procedura de calcul a inductiei magnetice in fiecare
punct al suprafetei de integrare si integrarea numerica in care contributiile curentilor tur-
bionari in subdomeniile conductoare, ale magnetizatiilor, in subdomeniile cu magnetizatie,
ale curentilor impusi, In infasurarile filamentare si ale densitatilor de curent impus in
bobinele masive -surse sunt evidentiate.
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Fig. 7.1: Calculul inductiei pe suprafata ¥ de integrare a tensorului tensiunilor maxwelliene

Notand cu By contributia curentilor turbionari, cu Bys contributia magnetizatiei, cu
B; contributia curentilor impusi, avem in continuare:

Lo Jx R Mo s R Lo e % Ny L
B;=— lv=-—> T, —dv = — ; —d. .
= v 47”; kX Rgdv M};JA‘ ><8' R(m, (7.16)
c e W " Jwi
to [ (rotM) x R to <= [ —(nx M;) xR -
B z—/——-—-——dv:— f 1A =
M= 4r R3 U 1; 3 R (7.17)
Qp = Awy,
o <= 7{ (M - R)n — (n - R)Mjy o < f (Rin)—(R'n
— — A=—>% M ‘ — 1A,
4r Q I T ,; g R
JW dwp

unde am notat cu M, magnetizatia in domeniul feromagnetic k, k = 1, .., np, magnetizafie
care a fost deja calculata pentru fiecare subdomeniu la momentul de timp curent.

Am aratat anterior ca se poate aproxima suprafata ¥ utilizind o retea spatiald care
poate fi generatd cu acelagi preprocesor folosit si pentru generarea retelei de tetraedre
in corpurile conductoare. Notdm subdomeniile triunghiulare ale suprafetei & cu 0j,] =
1, ..., ng.

Introducénd (7.17) si (7.16) in (7.14) obtinem:

oy X e " —
F=12 > / I:(l’lj > Ik x Ky +n; > My Ny +n; - OJ) (7.18)
j=1 ("J k=1 k=1

47
j
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unde am notat cu:

v
.

e ng =
(Z Jk X K};j + Z \Y P Nkj + O})

k=1 k=1
n. Ne npg — 2
-5 (Z T x Ky + 3 M Ny + Qy’) dA;
~ kel k=1
J A
Ky = —dA,
Bwk R
= R;n)— (R-n
No— f (R; )Rg( ) A
awk ’

Ho JO xR e /tg’ik di xR
= — | — E
47 R3 vt 47 R3

k=1 Ty

O,

0

(7.19)

(7.20)

(7.21)

Aceste integrale se pot calcula folosind atat formule analitice [94] cat si prin quad-
ratura Gauss pentru volume si suprafete. Programul de calcul realizat foloseste pentru
calculul inductiei magnetice in fiecare punct al suprafetei ¥ si pentru integrarea tensorului
tensiunilor maxwelliene calculat pornind de la valoarea lui B formulele de integrare Gauss

pe suprafete.
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Rezultate numerice

Rezolvarea sistemului de ecuatii

Rezolvarea sistemelelor de ecuatii diferentiale care rezulta din formulirile prezentate in
Capitolele 5 si 6 am facut-o utilizand o procedura Crank-Nicholson cu pas de timp con-
stant. Inversarea matricii sistemului se face direct, folosind factorizarea LU pentru cazul
in care tratdm gi medii neliniare gi metoda Gauss pentru cazul fars medii neliniare. In
Anexa D prezint pe larg metodele de integrare folosite si succesiunea etapelor de calcul
in rezolvarea unei probleme.

Ca aplicatie pentru formuldrile propuse am implementat un pachet de programe in
limbajele C i FORTRAN care au putut fi portate ugsor pe platforme AIX, HPUX si
Linux. Trei variante au fost implementate. Una din variante permite rezolvarea prob-
lemelor de curenti turbionari in medii in miscare, ludnd in considerare ca surse spire
parcurse de curent gi infagurari modelate ca bobine masive, fira a lua in considerare
medii neliniare. O a doua variantd permite rezolvarea problemelor care includ si medii
neliniare. In ambele variante este posibil calculul pierderilor prin curenti turbionari si al
fortelor. Aceste programe au fost initial dezvoltate pe o platforma AIX din cadrul Labor-
atorului "Faraday” din cadrul Catedrei de Electrotehnici din Universitatea Politehnica
din Bucuresti gi apoi portate pe una HPUX, in cadrul Laboratorului de Metode Nu-
merice din cadrul Universitatii Politehnica din Bucuresti. A treia varianti a pachetului
de programe este o aplicatie paraleld, implementats in C si dezvoltatd utilizand platforma
MPI (Message Passing Interface) si permite doar calculul curentilor turbionari fira a
lua in considerare medii neliniare si calculul fortelor. Programul paralel a fost dezvoltat
initial in cadrul Centrului de Cercetare al Profesorului Rubinacci, la Facultatea de Ingin-
erie din cadrul Universitagii din Cassino, pe o platforma AIX si testat pe o retea de 6
calculatoare uniprocesor. Ulterior, programul a fost portat pe o platform# Linux, pe o
retea cu 4 calculatoare, in cadrul Laboratorului ”Faraday”. Pachetele de programe dez-
voltate interactioneaza cu preprocesororul unui program profesional MSC-EMAS, dispon-
ibil in cadrul Laboratorului de Metode Numerice. Rezultatele sunt apoi transmise unui
postprocesor propriu pachetului de programe sau postprocesorului MSC-EMAS pentru
vizualizarea rezultatelor. In Anexa E prezint pe scurt structura functionala a pachetelor
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de programe dezvoltate. In Anexa I' sunt prezentate citeva rezultate si observatii legate
de aplicatia paralela implementata.

In sectiunile urmatoare prezint cateva din rezultatele obginute pentru probleme de
curenti turbionari in medii in migcare.

8.1 Exemplul 1: O spira dreptunghiulara strabituta de
curent constant in migcare cu viteza impusa con-
stanta deasupra unei placi subtiri conductoare

O primd problema pentru verificarea formularii propuse pentru medii conductoare este
aceea a unei spire conductoare in migcare deasupra unei placi dreptunghiulare conductoare
51 ne-feromagnetice. Dimensiunile placii sunt 3.5 m x 1.7 m, in planul x-y avand grosimea
de 0.01 m. Placa este realizata dintr-un aliaj de aluminiu si are rezistivitatea de 5.95 -
10® Qm. Spira in miscare este dreptunghiulars, este plasatd in planul x-y la 0.01 m
deasupra conductorului si se migcd in directia x. In pozitia initiald spira este agezatd la
o extremitate a plécii, complet deasupra acesteia apoi evolueazd deasupra plicii si iese
complet de deasupra placii. Dimensiunile spirei sunt 1 m x 0.5 m si avand sectiunea 0.01
m X 0.01 m astfel incat poate fi considerats filamentara in modelul analitic. Curentul
care strabate spira este de 7 x10° A. Spira se deplaseazd cu vitezd impusi. Problema
este prezentatd de Kameari gi Niikura in [60] de unde am preluat rezultatele analitice.

Placa este discretizatd cu 1296 noduri,2975 tetraedre, 5564 de laturi si 1682 de laturi
active.

Pasul de timp a fost ales astfel incat numarul Courant C' < 1. In Tabelul 8.1 sunt
prezentate vitezele pentru care s-au efectuat calculele si pasul de timp corespunzator
fiecarei viteze.

Viteza | Pasul de timp
m/s S
27.8 0.003
55.6 0.001
83.3 0.001
111.1 0.00075
138.9 0.0005

Tabelul 8.1: Vitezele spirei pentru care s-au ficut calculele si pasul de timp corespunzator

In Figura 8.1 se prezinta distributia densitiatii de curent a curentilor turbionari
obtinuta pentru viteza de 138.9 m/s dupid 20 de pasi de timp. Sdgetile indicid marimea si
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Fig. 8.1: Distributia curentilor turbionari pentru viteza de 138.9 m/s dupd 20 de pasi de timp

directia vectorului densitate de curent in centrul de greutate al fiecirui element tetraedral.

In Figura 8.2 sunt prezentate pierderile prin curenti turbionari totale obtinute pentru
aceeasi viteza de 138.9 m/s in functie de timp. Se calculeazi o valoare medie a pierderilor
pe portiunea in care acestea sunt aproximativ egale, corespunzétor perioadei de timp in
care spira se gaseste complet deasupra placii conductoare.

In Figura 8.3 sunt prezentate pierderile prin curenti turbionari in functie de vitezs,
valorile obtinute prin metoda integrald folosita comparate cu valorile analitice prezentate
in [60]. Rezultatele obtinute sunt apropiate de cele analitice, eroarea obtinuti datorandu-
se faptului ca in cazul analitic placa se considerd infinit extinsa.

Am calculat forta totald care actioneaza asupra plicii in ansamblul placi-spird. Dat-
oritd simetriei, forta in directia y este neglijabild. Forta in directia z are tendinta de
a ridica spira, indepartand-o de placa. n Figura 8.4 e reprezentata dependenta fortei
de ridicare in functie de viteza spirei, valorile analitice fiind comparate cu cele calculate.
Pentru aceastd aplicatie vezi [6] [53] si [45]. Din Figurd putem vedea cé valorile nu-
merice sunt apropiate de cele calculate analitic. Pentru obtinerea fortei am calculat forta
exercitata la cateva momente de timp, pe perioada in care spira este deasupra plicii,
considerand gi mai multe suprafete de integrare. In Figura 8.4 sunt prezentate valorile
medii obtinute in urma acestor calcule.
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Fig. 8.2: Pierderile totale prin
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Fig. 8.4: Forta in directia z asupra spirei functie de vitezi

8.2 Exemplul 2: Doua corpuri conductoare in miscare

In preajma unei spire conductoare strabatuti de
curent impus cu variatie rampa

In acest exemplu, se considerd cazul a doud corpuri conductoare plasate unul in fata celu-
ilalt, de o parte gi de alta a unei spire dreptunghiulare, plasatd in planul x-y si strabitut3
de curent variabil rampa [ = Iy ¢, cu Iy = 10kA. Corpurile au dimensiunile 1.0 m x
1.0m x 0.2 m, sunt plasate la distanta de 0.2 m unul de celdlalt gi au rezistivitatea egald
cu 2.0 x 107%. Ambele corpuri se migc cu viteza de 1 m/s in sensuri opuse, in directia
y. Spira este plasata intre cele doud corpuri conductoare, la distantd egald, de 0.1 m.
Domeniile conductoare sunt discretizate folosind un numar de 1280 tetraedre, 2148 laturi
s 898 muchii active. Pasul de timp folosit este de 10 ms. In Figura 8.5 sunt prezentate
structurile arborelui gi coarborelui dezvoltate in cele doug plici conductoare. In Figura
8.6 se prezinta distributia densitatii de curent a curentilor turbionari in cele doud plici
in trei momente diferite de timp. In Figura 8.7 se prezinta harta de culori a distributiei
densitatii de curent pe suprafata conductoarelor pentru t = 10 ms.

Densitatea de volum a pierderilor prin curenti turbionari pe suprafata conductoarelor
este prezentata in Figura 8.8 pentru doud momente de timp.
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Fig. 8.5: Structuragrafului interior: a) arborele (98 laturi) i b) coarborele interior al muchiilor
(898 laturi) (Exemplul 2)
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RT 1: ResultsImport

File: "/oameni/altil/preda/smss/t100000, oxt"

BT 1: ResultsImport
File: "/oamenialtii/preda/emus/t1650000, ext"

a

RT 1: Resultslneort
File: “/omneni/altii/preda/emas/tisl00000, ext”

Fig. 8.6: Distributia curentilor turbionari in plicile conductoare in miscare cu vitezele v; = 1

m/ssi vy = -1 m/s la trei momente diferite de timp: a) t = 10 ms; b) t = 250 ms; ¢) t = 500 ms.



30 Rezultate numerice

RT 1: ResultsImport
File: “/oamenisaltiisprada’emas tle00000, ext™

Fig. 8.7: Harta de culori a distributiei densititii de curent pe suprafata conductoarelor pentru
t = 10 ms.

8.3 Exemplul 3: Un corp conductor in miscare cu
viteza impusa deasupra unui ansamblu format
dintr-o spira si un corp masiv conductor

In aceastd aplicatie, un corp conductor se migca cu viteza impusda deasupra unui an-
samblu format dintr-un alt corp conductor, de forma unui jgheab, in care este plasata o
infagurare filiforma, dreptunghiulara, parcursa de curent variabil rampa. In Figura 8.9
sunt prezentate geometria gi discretizarea problemei, cu arborele si respectiv coarborele
interior.

In Figura 8.10 se reprezinta distributia curentilor turbionari in cele doua corpuri
conductoare, la trei momente de timp diferite. Densitatea de volum a pierderilor prin
curenti turbionari pe suprafata corpurilor conductoare este prezentatd in Figura 8.11.
Pentru aceasta aplicatie vezi [5] si [4].
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RT 1: Resultsimport
File: "/oameni/altii/preca’smas/tl 100000, ext"

RT 1: Rasultslmport
File: "/oamenisaltiicpreda’emas/t1150000,.ext"

Fig. 8.8: Harta de culori a distributiei densititii de volum a pierderilor prin curenti turbionari
pe suprafata conductoarelor pentru doud momente de timp: a) t = 10 ms; b) t = 250 ms.



Fig. 8.9
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Structura a) arborelui gi b) coarborelui interior al muchiilor (Exemplul 3)
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BT 1: RosultsImport BT 11 ResultsInport
File: "/oameni/altii/preda/emas/2b3000000, ext” File: "/oameni/altii orede/enss/tb3adI000 ext”

a b

RT i: ResultsImport
File: "/oameni/altiiprede/snsc/2h3e50000, ext”

Fig. 8.10: Densitatea de curent la trei momente de timp a) t = 50 ms; b) t = 250 ms; ¢) t =
500 ms.(Exemplul 3)
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RT 1: ResultsImport
File: "Zoameni/altii/predasemas/2b3e50000, ext’

Fig. 8.11: Densitatea de volum a pierderilor prin curenti turbionari la suprafata celor dou#
conductoare in miscare (Exemplul 3)
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8.4 Exemplul 4: Doua placi feromagnetice plasate in
preajma unei spire parcurse de curent variabil
rampa

Doua pléaci feromagnetice avand caracteristica de magnetizare prezentat in Figura 8.12
se deplaseaza cu vitezele vy = 1 m/s si vy = -1 m/s in planul xy, dupi directia y fata de o
spird parcursa de un curent cu variatie rampa, [(t) = Ily-t, cu Ip = 10kA. Dimensiunile

Bl
s .
N

) .
0 1000 2000 3000 4000 5000
H {Aim)

Fig. 8.12: Caracteristica B=B(H) pentru materialul neliniar de la Exemplul 4

corpurilor sunt 1.0 m x 1.0 m x 0.2 m. Cele doud plici se gasesc la distanta de 0.2 m
una de cealalta, spira fiind situatd la egald distantd de amandoud (0.1 m). Rezistivitatea
corpurilor este p = 2 x 107°A Se discretizeazd corpurile conductoare folosind o refea
parametrica de tetraedre, cu numarul de tetraedre 320 si cu 194 muchii active (muchii
coarborele interiar). Domeniile feromagnetice (identice cu cele conductoare, in exemplul
considerat) se modeleazd folosind o retea de hexaedre, cu 64 de subdomeml

In Figura 8.13 este prezentatd distributia curentilor turbionari in cele dou# plici fer-
omagnetice pentru patru momente de timp.

8.5 Exemplul 5: Un magnet in miscare cu viteza im-
pusa in preajma unei placi feromagnetice

Geometria problemei este prezentatd in Figura 8.14. Un magnet cu dimensiunile 0.02 m
X 0.02 m x 0.05 m este deplasat cu viteza impusa in vecinatatea unei plici feromagnetice
avand dimensiunile 0.1 m x 0.1 m x 0.02 m. Magnetul este deplasat cu viteza v =
1 m/s in directia axei z, fiind indepértat de corp. Pozitia initiald este la distanta de
0.02 m deasupra placii. Magnetul are magnetizatia impusd M = 1-10° A/m. Placa are
caracteristica neliniara prezentatad in Figura 8.12. Placa este discretizata folosind 243 de
noduri i 640 de tetraedre, pentru domeniul conductor. Un numar de 128 de subdomenii
magnetice hexaedrale sunt utilizate pentru placa.
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Fig. 8.13: Distributia curentilor turbionari in cele doud plici feromagnetice in migcare (Ex-
emplul 4) pentru patru momente de timp: a) t = 10 ms; b) t = 350 ms; ¢) t = 700 ms; t = 900
ms
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Placa feromagnetica —
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A
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Fig. 8.14: Geometria problemei de la Exemplul 5
Pierderile totale in placa prin curenti turbionari in functie de pozitia magnetului sunt
prezentate in Figura 8.15.

In Figura 8.16 se prezinta distributia curentilor turbionari indusi in placi pentru trei
momente diferite de timp.

45

40

35

Al
i
o

Pierderile totale Joule [W]

. \\,_ A

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22
Distanta magnet-placa [m}

Fig. 8.15: Pierderile totale prin curenti turbionari in functie de pozitia magnetului
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Fig.  8.16: Densitatea de curent pe suprafata plicii feromagnetice a curentilor turbionari
(Exemplul 5) pentru trei momente de timp diferite.



Capitolul 9

Concluzii

9.1 Concluzii generale

In ultimii ani metodele integrale pentru rezolvarea problemelor de curenti turbionari par
sa cagtige un avantaj deosebit prin posibilitatea includerii studiului materialelor neliniare
magnetic, usurinfa programarii calculului paralel, avantaje ce vin sd se adauge celor deja
exploatate, dimensiunea mica a sistemului de ecuatii sau inexistenta frontierelor artificiale.
Aceste avantaje devin foarte importante cand aceste formuldri integrale se aplici unor
probleme ce includ migcarea corpurilor, in special in cazul miscarii corpurilor rigide.
Cum aerul nu este discretizat, nu apar probleme datoritd miscarii legate de refacerea
discretizarii in zona de contact.

In cele ce urmeaza, voi recapitula principalele contributii originale importante in real-
izarea acestei lucrari si vol sublinia avantajele folosirii acestei metode.

9.2 Contributii originale

Am enuntat si demonstrat o teorema de unicitate a solutiei problemei de caAmp pentru
structuri cu medii in migcare si bobine care pot fi si supraconductoare.

Am propus o noud metoda de calcul pentru curentii turbionari in medii in miscare,
incluzéand medii conductoare gi/sau neliniare magnetic, surse filiforme care pot fi si bobine
supraconductoare gi bobine fasciculare masive. Ecuatiile cAmpului sunt scrise in sisteme
de referinta atagate corpurilor in migcare. Se pot utiliza atitea sisteme de referints de
cate avem nevoie pentru a caracteriza local marimile de camp in corpurile conductoare
rigide. Doua formulari sunt propuse: o formulare in T, potentialul electric vector si
o formulare in T — infegral, integrala in timp a potentialului electric vector. Metoda
se bazeaza pe formularea integrala Albanese-H&ntila-Rubinacci, dezvoltatd pentru medii
imobile, extinsd aici pentru medii in migcare si are urmatoarele caracteristici:

1. Este o metoda integrala, in care operatorul integral este de tip ”volum-volum”;
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viteza nu apare explicit In ecuafii, migcarea este inclusa in variafia in timp a
coeficientilor ce depinde de timp.

Se lucreaza in potential electric vector sau in potential electric vector integrat in
timp;

Se utilizeaza elemente de muchie, o conditie de etalonare topologica si o procedura
de tip Galerkin;

Necunoscutele sunt circulatiile lui T pe corzile arborelui interior;

Domeniile conductoare sunt modelate cu tetraedre iar cele feromagnetice cu
hexaedre; domeniile conductoare pot fi identice cu cele feromagnetice dar discret-
izarea dublda in aceste domenii permite utilizarea unei discretizari mai putin fine
pentru domeniile neliniare.

Pentru fiecare pas de timp se rezolva o problema liniara sau neliniara (in cazul
existentei domeniilor feromagnetice); neliniaritatea se trateazd folosind metoda
Hantila:

e Se inlocuiegte mediul neliniar cu unul liniar, de permeabilitate 1.

e Magnetizatia se corecteaza iterativ functie de inductiile medii pe subdomeniile
magnetice printr-o procedura de tip Picard-Banach.

o La fiecare pas nou de timp se pornesc iteratiile cu magnetizatia calculata la

pasul anterior de timp.

Rezolvarea sistemului de ecuatii rezultat se face cu Crank-Nicholson, cu pas de timp
constant;

Am implementat un pachet de programe de calcul care permit calculul densititii
curentilor turbionari, pierderilor prin curenti turbionari si fortelor exercitate asupra cor-
purilor in migcare, pentru medii neliniare. Viteza este impusid. Pentru integrarea nu-
merica am propus o procedura de sumare cu controlul erorii, pentru integralele de volum
sau de suprafata. O procedura flexibild permite alegerea celei mai eficiente metode de
integrare, din punct de vedere al timpului de calcul i al preciziei, alegand intre integ-
rare analitica, quadraturd Gauss si aceastd metoda de sumare. Fortele se calculeazd cu
metoda integrarii tensorului tensiunilor maxwelliene, alegand o suprafatd obtinut& prin
extrapolarea punctelor suprafetei corpului asupra caruia se exercité forta.

Am implementat o aplicatie paralela, pentru a proba caracterul intrinsec paralel al
metodei integrale dezvoltate.

9.3 Concluzii finale

Rezultatele numerice obtinute pentru calculul curentilor turbionari gi ai fortelor in corpuri

in migcare, folosind metoda integrald propusa, probeazd acuratetea metodei propuse. Av-
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antajele specifice acestei metode, care se adaugd avantajelor tuturor metodelor integrale

sunt:

Sistemele de referinta atagate corpurilor in migcare conduc la o ecuatie mai simpla,
cu mai putini termeni de calculat; ecuatia este stabila; singura precautie necesara
este corelarea pasului de timp cu viteza si dimensiunea pasului retelei.

Utilizarea, pentru medii neliniare a formularii in T — integral asigurd o modelare
mai buna a dependentei B — H, de fapt M — B.

Utilizarea discretizarii duble, pentru medii conductoare si feromagnetice, permite
modelarea cu subdomenii mai putin fine a domeniilor magnetice fatd de cele care
modeleaza domeniile conductoare.

Datorita faptului ca necunoscutele sistemului sunt doar circulatiile lui T sau ale lui
T —integral pe corzile coarborelui interior, dimensiunea sistemului este mica, desi
matricea care rezultd este plina.

La fiecare pas de timp se recalculeaza numai o parte din termenii acestui sistem
sl anume aceia care depind de timp (termenii care cupleazi muchii sau muchii si
subdomenii magnetice aflate in corpuri care se deplaseaza cu viteze diferite).

Nici una din matricile semnificative nu este recalculata in timpul iteratiilor neliniare.

Pentru aceasta metoda, paralelizarea calculului termenilor matricilor este foarte
ugoard si aceasta poate duce la o economie importantd de timp pentru rezolvarea
problemei.

Adaptarea acestei metode de calcul §i pentru medii multiplu conexe, modelarea
dependentei E — J in materialele supraconductoare, tratarea fenomenelor de histerezis
magnetic, paralelizarea inversarii matricii sistemului, calculul fortelor gi momentelor pen-

tru rezolvarea ecuatiel mecanice sunt doar cateva continuéri posibile ale acestei lucriri
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Calculul integralei i rotNygradVdv =0

Fie: ‘
[= ]4 (Ni x gradV)ndA = % — (Ni x n) gradVdA (A1)
a0 E1y)

Componenta normala a lui Ny este nula:
Ng xn = (Ng + Nigy) X bfn =Nkt +1n x Ng) xbfn=(nxn)Ng+ Ny xn (A.2)

deci integrala se reduce la:

a8

I=- % (Ng¢ x n) gradVdA (A.3)

dar Ny¢ = 0 pe frontiera, deoarece componenta tangentiald a lui Ny se conserva.
Utilizand Relatia Gauss-Ostrograski obtinem:

—I = %(Nk x n)gradVdA = /div(Nk x gradV)dv = /V(kat x gradV)ydv (AA4)
Integrandul din ultima ecuatie se poate prelucra astfel:

V (Ng x gradV') = V (Ngg x gradV') = V (Ny x gradV') + V (Ny x gradV') =
(V x Ngg) gradV = =Ny (V x gradV') = (V x Ngg ) gradV’

deci integrala se poate scrie:

= 75 V (Ni % ) gradVdA = / (V x Ny) gradVdv = / roiNgradVdo =0 (A.5)
a0 Q Q
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Anexa B

Definitia numarului Peclet in
electromagnetism; tehnica
"up-winding”

In electromagnetism, numérul Peclet se definegte ca:

vaoh

Pe =

14

unde:

® h - este dimensiunea geometricd (pe directia de migcare) a elementului curent;

*®
<
[

este viteza de deplasare;
e 0 - este conductivitatea mediului;

e 1 - este inversul permeabilitatii materialului.

La valori mari ale numarului Peclet (Pe >> 1) ecuatia este instabild (un numé&r Peclet
mare corespunde unei ponderi mari a termenului de ordinul 1 in ecuatia diferentialg).
Metoda general acceptatd pentru a depisi aceastd problems care apare la numere Peclet
mari este utilizarea unei tehnici aga numite up — winding. Aceasta implici inlocuirea
functiilor de forma simetrice prin altele mai generale sau deplasarea punctelor de integrare
in cuadratura Gauss la integrarea termenului de ordinul intai.

S& presupunem o problema de curenti turbionari, in care, datoritd existentei unor
structuri in migcare, in scrierea ecuatiilor apare si un termen continand viteza. Din legea
inductiei, legea circuitului magnetic si legea conductiei si utilizind potentialul magnetic
vector avem:

1
J=rotH = —~(V x A)
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1
J=-(E+vxB)
p

1 1 [0A
Vx—(VxA):—(g———-+v><VA>+J
I p\ Ot

Daca am considera problema unidimensionala, ecuatia pe care o obtinem este de tipul:

d du du
J;(/l»‘(ﬁ‘)%’ ;['t—:o D<oz < L

cu conditiile pe frontiera

u(0) =1, w(L)=0
gi k > 0 g1 3 - constant. Solutia exacta in acest caz este:
. Y
u(xr) = A+ BeP” = Tl

unde p = [3/k este numarul Peclet.

Aplicand metoda Galerkin folosind elemente izoparametice ecuatiei in potential vector,
pe o retea uniforma cu un numar de N celule de lungime £, obtinem un set de ecuatii
liniare de forma:

L

’ (w; —ui—q) +

@

k 3

(u; —u;_y) = ’ (wip1 — u;) — 5 (wip1 — ;)

¢

kB k ko8 B
— <E + 5) Us1 -+ Eu, - (7{ - ‘—2‘) Ujgr == 0

Daca substituim Pe = Jh/2k - numarul de celuld (de retea) Peclet, ecuatia anterioara se
poate scrie simplificat:

W)

t

—(1+ Pe)uj—y + 2u; — (1 — Pe)ujp = 0.

Aceasta ecuatie are solutia exacta:

(1+P6)i
w =1 AT B
' T Pe=1

unde A gi B sunt constante care trebuie determinate din conditiile pe frontierd. Este
evident din aceastda ecuafie cd numai solutia cu —1 < Pe < 1 este stabila. Aceasta ne
determingd sa folosim up — winding pentru a elimina oscilatiile.

Oscilatiile sunt provocate de metoda elementelor finite standard care foloseste aceeasi
schem& pentru ca si cea pentru diferente finite centrate pentru a discretiza elementul de
ordinul intai (in ecuatia diferentiala) vdA /0z. In metoda elementului finit cu wup — wind
complet, schema de diferente finite intr-o singura parte este aplicata pentru a elimina
oscilatia:

_du Bt 4o <0
‘jm‘x:xi — { h

Cdx Bt B3>0
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Cu aceasta, pentru 3 > 0 obtinem:
kg k kg
- (/—z + _—2~> ui—1 + e (ﬁ T )t = 0

—(142Pe)u;—y + (2 + 2Pe)u; — ujyq = 0.

Saul

Solutia acestei ecuatii este:

u; = A+ B(1 + 2Pe)

In acest caz, cum Pe > 0, solutia poate fi stabila pentru orice viteza. Totusi, schema de
element finit cu up — wind genereazd erori cand este aplicatd pentru numere Peclet mici.

Pentru a generaliza metoda up — wind se modifica ecuatia diferentiali astfel:

s

L 3 B, k|
- (% + g(l +§)) Uiy + <Euz + %(l + &) — %(l - O) v (E - g(l -f)) e =0

in care ¢ se stabilegte dupd cum vom ardta imediat. Folosind numarul de retea Peclet,
ecuafia anterioara devine:

—(14 Pe(1 4 &))uimy + 2(1 + Pef)u; — (1 — Pe(16))uipy =0

Solutia acestei ecuatii este:

1+Pdl+@)i

i =A+B
B + (I—Pe(l—f

. Observatii:

e dacd £ = 0, atunci metoda este identicd metodei diferentelor finite centrate:
e dacd Pe > 1 si { = 1, metoda este identica metodei up — winding complete;

o Circumstantele in care se asigurd conditii de stabilitate (non-oscilatie) a solutiei
sunt:

Pe>0 E>1—1/Pe
Pe <0 £ <1—1/Pe
Pe — +o0 £ — =1

In metoda up — wind optimala, £ se determina ca o valoare optima:

; 1
= coth(Pe) — —
£ = coth(Pe) Pe
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Definitia numarului Courant

Numadrul Courant se defineste astfel:

5t
O =

dx

unde:

e v este viteza cu care se deplaseaza partea mobilé:
¢ Jz este dimensiunea tipicd a pasului retelei in directia de miscare;

e Ot este pasul de timp.

Pentru numere Courant C' < 1. sistemul obtinut este stabil si solutia obtinuts este
precisa.
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Anexa D

Rezolvarea numerica a sistemului de
ecuatii

Pentru rezolvarea sistemului de ecuatii se foloseste o proceduri Crank-Nicholson cu pas
de timp constant.Pentru medii neliniare magnetic, sistemul de ecuatii se poate scrie:

3 Vg L 1 — { LYol , ,
{R}]H_L [Oé]k+1 + [G/}Iv 4+ { }k+1{a]]v+1 { }lv[a]k — [U'] 4 [‘/} — (Dl)
3 2 Aty
Blitr = [Bli | [lier = [ E=0,1,....n
Al Aty
unde am notat cu: 3
YU 2o
b = e / rot Nk/ . dvdv (D.2)
Q. Qo
si:
M
Cp = _Ho /rot Ny / —(—X—-I-‘-)—dvdv (D.3)
4 . . r
c QF
De aici se obtine sistemul:
{Q}elality = [Pl + [T, (D.4)
cu notatiile:
. At , .
{Q}k:{R}k-{—% 'T‘*‘{L}k—f-l k:O,l,...,n (D.O)
[P]k: [b}k-{—l_ [b]k k:O,l,...,n (D())
i it ; At ; 1 pt.ater. magn. -
ST = - ((Bhay - 5~ (00 ) [l cuu= { ) Ly gt (.

Aceasta ne permite sa calculdm matricile {L} si vectorii [U] si [V] la capetele inter-
valului de timp curent At;. Vom avea in consecinti, pentru cazul mediilor neliniare, in
formularea cu potential electric vector T urmatorul algoritm:
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(P0) Se calculeaza valorile intiale ale matricilor {L}, {R} si ale vectorilor [U] gi [V];
pentru B = 0 la ¢, = 0, [U] g1 [V] vor fi nule; se calculeza si [U] si [V] pentru
t= Aty cuk = 1;

(P1) Se aplicd procedura Crank-Nicholson pentru un pas de timp si, iterativ, pentru
tratarea neliniaritdtii. Se factorizeaza matricea {Q}. Se rezolva sistemul matricial
(D.4) pentru i=0;

(P2) Se repetd pasul Pl cu acelagi k gi ¢ > 0 atdta timp cat nu se ob{ine conditia de
convergenti pentru magnetizatie; la fiecare pas se recalculeazd [V] in care se schimba
doar magnetizatia M care se obtine in functie de inductiile medii pe subdomenii
B, calculate pentru noile valori ale densititii de curent J si ale magnetizatiei M
corenctate la pasul anterior. Pentru c& ayxp nu se schimba, efortul de calcul este
foarte mic;

(P3) Se recalculeaza {L}, {R}, [U] ¢i [V] pentru pasul urmator de timp, magnetizatia
se ia cea obtinuta la pasul anterior de timp; se repeta pasul P1.

In aceasts formulare, considerfm ci B variaz4 liniar intr-un interval de timp At. Dar
pentru o variatie liniara a lui B, magnetizatia M are o variatie neliniara. Deci, pentru
un curent-sursa cu variatie de tip rampd, inductia campului magnetic are o variatie de
tip rampa, pe fiecare interval de timp, B variaza liniar. In cazul in care nu avem medii
neliniare, in algoritm dispare pasul P2 si este avantajos sa inversam la fiecare pas sistemul
(D.4) simplificat cu Gauss.

In formularea cu T —integral, sistemul, in care termenii {L}, { R}, by si ¢y, isi pastreaza
aceleagi semnificatii, devine:

FOAt
{Rhy 3=

7=0

(lalyss + lal) + (L) ol g oy

[

[b]k+1 — [blx | [clrra — [clk )
2 2

{L} se recalculeazi la mijlocul intervalului de timp curent. Se obtine sistemul de
ecuatii:

{@}eleli = [Pl + ST, (D.9)
cu notatiile:
[szﬁh%;ﬁh k=0,1,..,n (D.11)
Qi — [C]ﬁli + [e]; ALS & ; ) L pt.iter. magn.
81 = T R A bl (Blepgleli evu= g BT

(D.12)

Algoritmul de caleul are aceeagi pasi ca gi pentru formularea in T. Nu intervin
modificari nici in procedura de calcul a magnetizatiei M, respectiv a inductiei medii pe
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subdomenii B, pentru iteratiile neliniare. Considerand B(t) = 0 pentru t=0 si o variatie
de tip rampa a curentului sursa, se aproximeaza, cu aceasti metoda, valoarea lui B pe un
interval de timp At ca fiind constanta si crescand in mici trepte AB = k - At la fiecare
pas de timp. Considerand B constant pe intervale de timp At, valoarea magnetizatie
este i ea constanta, fiind bine calculatd in aceste intrvale de timp, functie de B.

Este deci util sd folosim formularea in T —integral pentru medii neliniare magnetic iar
formularea in T cand tratam doar medii ne-feromagnetice. Solverul implementat permite
alegerea uneia din variante.
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Pachetul de programe de calcul

Pachetul de programe este structurat in cinci parti functionale. O parte asiguri comu-
nicarea cu preprocesorul pachetului MSC-EMAS, de la care este preluatd geometria si
discretizarea problemei, respectiv lista de noduri, de tetraedre si o listd cu nodurile de
pe frontiera. Pornind de la aceste informatii, sunt asamblate structurile ce definesc in-
tern geometria problemei, incluzénd listele cu elementele arborelui si coarborelui interior,
listele fetelor interioare i exterioare. O parte din programele care interactioneaza cu pre-
procesorul MSC-EMAS sunt dezvoltate pornind de la aplicatii furnizate de Irina Munteanu
gi loan Gheorma.

O a doua parte cuprinde procedurile care calculeaza elementele matricilor sistemului
gi recalculeazd acele blocuri ale matricilor ce contin termenii care se modifici la fiecare
pas de timp. Se exploateaza, acolo unde este cazul, simetria matricilor. Se folosesc,
pentru a reduce efortul de calcul, liste de cautare si proceduri de integrare numerici
rapide. Sursele pot fi bobine supraconductoare si se foloseste o simplificare, considerandu-
le filiforme. Se pot modela §i bobine formate din infigurari filamentare ca infisursri
masive, discretizandu-le cu elemente hexaedrale in care se impune densitatea de curent
echivalenta.

A treia parte asigura rezolvarea sistemului de ecuatii la fiecare iteratie neliniari si la
fiecare pas de timp. Solverul implementeaza o procedurd Crank-Nicholson cu pas de timp
constant gi o procedura iterativa de calcul a magnetizatiei, pentru cele doud formuliri
propuse, in T i in T — integral. Din circulatiile lui T calculate la fiecare pas de timp
g1 iteratie neliniard, se recalculeaza densitatea de curent in fiecare tetraedru, care este
marime de intrare pentru urmatoarea iteratie sau rezultat, la un pas de timp, care este
stocat, pentru a fi post-procesat.

O a patra parte asigurd calculul pierderilor si fortele exercitate asupra corpurilor.
Aceasta folosegte rezultatele de la fiecare pas de timp. Se calculeaza densitatea de volum a
pierderilor la fiecare pas de timp si, integrand pe volumul corpurilor conductoare, se obtin
pierderile totale. Pentru calculul fortei asupra unui corp conductor, se integreaza, folosind
quadratura Gauss, pe o suprafata exterioard corpului, tensorul tensiunilor Maxwelliene.
Definirea suprafetei se face pornind de la lista suprafetelor orientate care discretizeaza
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suprafata exterioara a fiecarui corp conductor. Avantajul este ca nu mai trebuie sa definim
o altd suprafata i aceasta este deja discretizata. Pentru calculul valorii tensorului tensi-
unilor Maxwelliene in fiecare punct de integrare pe suprafata exterioara, calculam pe B
in aceste puncte, folosind quadratura Gauss pentru calculul integralelor pe sub-domeniile
sursa.

Ultima parte asigura comunicarea cu postprocesorul MSC-EMAS sau cu un alt post-
procesor, dezvoltat initial pe platforma AIX, pentru vizualizarea rezultatelor. Post-
procesorul MSC-EMAS a fost utilizat pentru reprezentarea densitatilor de curent in cor-
purile conductoare gi a densitdtii de volum a pierderilor prin curenti turbionari. Post-
procesorul dezvoltat de mine este implementat folosind biblioteca grafica VOGL (Very
Ordinary Graphic Library) care permite realizarea unor aplicatii grafice incluzand redare
tridimensionald gi animatie. Post-procesorul l-am utilizat pentru reprezentarea arbore-
lui/coarborelui interior definit in reteaua de discretizare a corpurilor conductoare, pentru
vizualizarea densitatilor de curent in subdomeniile tetraedrale ale corpurilor conductoare.
Implementarea permite gi animatia cadrelor succesive ce corespund fiecarui moment de
timp.
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Implementarea paralela folosind MPI a
procedurii de calcul a termenilor
sistemului

In ultimul timp au fost propuse formulari integrale pentru probleme de curenti turbionari
intr-o implementare paraleld in care nu numai inversarea matricii este paralelizatd ci si
calculul termenilor sistemului, daca acesta cere un timp de calcul ridicat. Intr-un caz ipo-
tetic, in care procesoarele ar avea capacitate de calcul egala si vitezd de comunicare foarte
mare, "speed-up”-ul, adica cresterea vitezei de procesare prin paralelizare ar fi practic
direct proportional cu numérul de procesoare utilizat. In cazul real, studiat de mine,
pentru reteaua pe care am avut-o la dispozitie, puterea de calcul a masinilor este foarte
diferita, viteza de comunicatie este oscilantd gi in general destul de mici si Incircarea
masinilor, datoritd si altor aplicatii rulate in acelasi timp pe ele, se schimbi rapid. De
aceea am studiat patru variante de implementare pentru calculul paralel folosind MPT al
matricilor pentru calculul cdrora se consumé cel mai mare timp CPU.

Matricea de inductanta este plind iar calculul fiecirui termen al ei necesita initial un
efort CPU semnificativ datoritd dublelor integrale de volum pe elementele discretizirii
spatiale (tetraede). Din fericire, aceste operatii sunt independente, paralelizarea lor fiind
extrem de ugoard . Fiind simetricd, numai o jumétate (triunghilar superioara, de exem-
plu, trebuie calculata. De asemenea, la fiecare pas de timp trebuie recalculat un bloc
dreptunghiular nediagonal, continand termenii indexati de muchii din corpuri in miscare
relativi. In cazul neliniar sl alte matrici trebuie calculate (matrici intregi triangulare si
sub-blocuri nediagonale la fiecare pas de timp).

O abordare de tip Master-Slave

Aceastd abordare este una clasicd. Primele implementari ale paralelismului se bazeaza pe
acest model. Principalul dezavantaj al acestui model este: unui procesor (master) ii este
incredintat numai rolul de a distribui sarcinile, celelalte procesoare (slaves) sunt destinate
sa indeplineasca aceste sarcini, adica sa execute calculele.
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Avantajul principal: intr-un mediu de calcul real, cu procesoare inegal incarcate, cu
masgini cu viteze si resurse de memorie diferite, echilibrarea sarcinilor e greu de realizat
in asa fel incat timpul de calcul al fiecdrui procesor sa fie cat mai mic gi, pe cat posibil,
timpii diferitelor procesoare si fie cat mai apropiati. Evaluarea capacitatii fiecarui pro-
cesor poate sa fie facutd dar aceastd solutie e ineficienta, pentru ca incarcarea fiecarui
procesor poate sa se schimbe in mod imprevizibil, iIntr-un mediu de calcul deschis mai
multor utilizatori. Astfel, o echilibrare dinamica pare sa fie solutia ideald pentru a op-
timiza calculul, scazand timpul CPU. Alte posibile dezavantaje: granularitatea excesiva
a calculului, utila pentru o mai buna echilibrare dinamica, maregte timpul de calcul total
datoritd numeroaselor transmisii de date intr-un mediu distribuit cu viteza de transfer
scazuta.

Prezint un algoritm foarte simplu pentru acest model:

1. Masterul (procesul 0)

¢ trimite sclavilor (toate celelalte procese) indexul unui bloc ce trebuie calculat;
blocul este o parte a vectorului in care este stocata matricea.

e Apoi masterul agteaptda sa primeascd mesaje de la sclavi. Cand un sclav a
terminat o sarcina, trimite un pachet (package) continand indexul blocului gi
blocul de rezultate; masterul determind provenienta gi trimite imediat o noud
sarcingd procesorului liber.

e In final, cand intreaga matrice a fost calculata, masterul trimite tuturor
sclavilor un mesaj s& incheie executia.

2. Sclavii (procesele de la 1 la numéarul de procese - 1) solicita sarcini de la master,
executa sarcinile i trimit apoi un pachet masterului continand rezultatele calculelor.

Acest algoritm e implementat in C, folosind pre-divizarea matricii pentru a programa
sarcinile solicitate. I folositd impachetarea datelor de diferite tipuri (index + vectorul de
date). Mai intai e despachetat indexul sub-blocului calculat, ceea ce permite masterului si
deducd dimensiunea vectorului de date ce urmeaza. Imediat ce este despachetat indexul,
se trimite sclavului liber indexul urmétorului bloc de date ce poate fi calculat. In varianta
in care masterul ruleazd pe cel mai puternic procesor, o parte din calcule sunt efectuate
gl de master.

Sarcini egal repartizate

In accastd implementare, cuvantul cheie este simplitatea; matricea triunghiulara este
"spartd” intr-un numdr de parti egal cu numéarul de procesoare; apoi, indexul fiecarei
parti e trimis unui procesor si intreaga comunitate a procesoarelor executd sarcinile; in
final, rezultatele sunt trimise (gathered) primului procesor (procesul 0) pentru a asambla
matricea triunghiulara.
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Un model Cartezian

Acest titlu este mai degraba incitant decat potrivit dar il putem folosi pentru a puncta
unul dintre marile avantaje ale MPI atunci cand avem de calculat matrici intregi : diviz-
area sarcinilor poate fi facuta foarte ugor folosind un izomorfism intre structura Carteziani
a procesoarelor si structura bidimensionala a unei matrici dreptunghiulare. Desigur, to-
pologii mult mai complexe pot fi implementate in MPI dar ma limitez doar la aceasti
structura simpla.

Mai intai, se alege un numar de procesoare egal cu cel cerut sau acel numar potrivit
pentru a forma o refea carteziana regulatid de procesoare. De exemplu, 4 procesoare
pot forma cu ugurinta o structurd 2 x 2, ag acum 6 procesoare pot forma o strucutri
3 x 2. Cinci procesoare pot forma doar o structura 2 x 2 deci unul dintre procesoare
va fi respins. Dupa aceasta, dimensiunea fiecirui subbloc este calculat astfel incat si
se pofriveasca cu structura Carteziana. Cum aceste dimensiuni nu sunt egale, pentru
fiecare bloc receptionat trebuie utilizat un tip de date diferit care s& se potriveasci cu cel
receptionat. Se folosesc vectori cu diferite dimensiuni si deplasamente. Aceast& varianti
este rezervata calcululuui blocurilor nediagonale ale ciror termeni se modifici la fiecare
pas de timp.

O varianta perfectibild pentru o structura circulari virtuald

Acest model poate fi sintetizat folosind un model SPMD: intreaga structurs de date este di-
vizata in parti aproape egale si flecare procesor este alimentat cu o parte; procesoarele cal-
culeaza sub-blocul matricii ce corespunde pértii lui - fiecare procesor indeplinegte aceeasi
sarcind, actionand asupra unor structuri de date diferite; la fiecare pas, procesoarele efec-
tueaza aceeagi operatie asupra blocului curent; acesta este marele avantaj al metodei.
Dupé aceasta, procesoarele fac cateva permutdri circulare, pastrand setul de date geo-
metrice aflat in folosinta lor gi pasand blocul primit la pasul anterior vecinului care nu l-a
folosit inca. In Figura F.1 e prezentatd succesiunea calculelor efectuate de un ansamblu
de n procesoare, pentru acest model. Dupa cum se vede, o parte dintre procesoare nu
lucreazd in ultimul pas (al treilea, in acest exemplu cu 4 procesoare) si este preferabil ca
cele mai putin puternice s fie acestea.

Acest model poate fi imbun&tétit in felul urmaétor:

L. Indexarea trebuie sa fie precalculata;

2. Permutarile circulare sunt virtuale, aga c& nu e nevoie ca un procesor, odata eliberat,
sa agtepte ca toate celelalte sa termine si ele; asta inseamn& ca sincronizarea nu e
necesard pana la sfarsit.

3. Blocurile calculate de procesoare sunt transpuse in aga fel incit si se potriveascd
in marticea triunghiulara.

Rezultatele sunt transmise (gathered) la fiecare pas primului proces si sunt asamblate
intr-un vector indexat.



110 Anexa F

\ 1 ‘ ‘ 2 ‘ 5 3 1 ‘ 4 i Seturi de date geometrice

Pas 1: calcul blocuri matrice

_— Lo . i
! 2 3 4 si se paseaza setul de date
geometrice prin permutari

circulare
i 2 3 4 Pas 2: calcul blocuri matrice
4 b= 1 b= P . 3 si se paseaza setul de date
geometrice prin permutari
circulare
1 2 3 4 Pas 3: calcul biocuri matrice
3 b= 4 1 = 2 _‘\\‘ipermutare incompleta
T \ ‘l Ultimele doua calcule sunt
{ \\ redundante
\ Aceste permutari sunt inutile

Fig. F.1: Permutiri circulare pentru segmentele de date geometrice in calculul blocurilor
matricii sistemului

Rezultate si concluzii

Prezint cateva aplicatii ale acestei proceduri paralele intr-un mediu in care capacitatea
fiecarui procesor este diferita de a celorlalte, un mediu distribuit cu procesoare inegal
incarcate gi cu viteze de transmisie a datelor in retea inegale. In Tablelul F.1 prez-
int, pentru reteaua de calculatoare de la Centrul de calcul al Universitatii din Cassino,
unde am efectuat aceste teste, puterea de calcul si vitezele comparate ale procesoarelor
disponibile. Aceasta informatie este extrem de relevanta pentru rezultatele urmatoare;
adaugarea unui nou procesor poate sa conduca la marirea timpului de lucru total, daca
viteza acestuia este mici. In Tabelul F.2 sunt prezentate rezultatele obtinute folosind
modelul Master-slave pentru reteaua descrisa in Tabelul F.1. In Tabel sunt mentionate
timpul total de lucru, numele procesorului adaugat la lista procesoarelor gi impartirea
sarcinilor (sarcinile elementare sunt egale) intre procesoare.

Trebuie sa adaug cd acest set de rezultate este departe de a fi cel mai bun; o solutie
pentru imbunatatirea distributiei sarcinilor este sa se {ina seama gi de dimensiunea optima
a pachetelor, in aga fel incat gi timpul de transfer s fie optimizat. In cazul prezentat, si
master-ul face o parte din operatiile de calcul, cuantumul sarcinilor indeplinite de acesta
stabilindu-se dupa o reguld empirica. Adaugarea de noi procesoare nu imbunatdfeste
timpul de calcul in mod eficient, mai ales daca puterea lor de calcul este mica, aga cum
se poate vedea, daca se confrunta cifrele din Tabelul F.1 cu cele din Tabelul F.2.

In Figura F.2 prezint timpul de calcul pentru 2,3 si 4 procesoare, folosind a doua
metodd, cu impartirea egald a sarcinilor. Trebuie observat aici ca procesorul pe care
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Numele Tipul Timpul CPU raportat la | Timpul calcul raportat
procesorului procesorului timpul CPU al 3ct la timpul calcul 3ct

3ct IBM RS 6000 3ct 1 1

fast IBM RS 6000 560 1.98 2.0

serv IBM RS 6000 530H 2.95 5.33

mecl IBM RS 6000 220 5.30 5.77

did1l IBM RS 6000 220 5.31 5.8

mec2 IBM RS 6000 220 5.32 10.12

elel IBM RS 6000 220 5.31 23.2

Tabelul F.1: Timpul CPU si timpul de calcul real raportat la timpul CPU si la timpul
real pentru procesoarele disponibile in reteaua Universitatii Cassino

Nr. proc./procesor | fast | serv | mecl | mec2 | didl | elel | Timp calcul
5
2 1 18 13.66
3 2 9 8 5.83
4 3 6 5 5 4.31
) 2 4 ) ) 3 3.41
6 2 5 4 4 3 1 3.42

Tabelul F.2: Impartirea sarcinilor gi timpul total de calcul pentru modelul master-slave
functie de numarul de procesoare utilizate

ruleaza consola MPI este cel mai rapid, celelalte trei avand viteze comparabile.

Pentru modelul cartezian rezultatele sunt prezentate in Figura F.3. Se observi ci
speed-up-ul, cregterea vitezei prin cresterea numarului de procesoare este aproape liniar.
In Figura se prezinta de fapt reducerea timpului total de calcul.

Pentru modelul permutarior circulare virtuale, in implementarea Imbunatitits, fars
calcule redundante, prezint rezultatele pentru 1,2,4 si 8 procesoare in Figura F.4. Dupi
cum se poate vedea in graficul timpului de calcul functie de numérul de procesoare, timpul
de calcul nu scade foarte mult daci se trece de la 4 la 8 procesoare. Motivul este foarte
simplu: cu cregterea numarului de procesoare scade efortul fiecirui procesor dar cregte
timpul dedicat comunicarii datelor; in cazul concret studiat, procesoarele adaugate nu
sunt foarte performante.

Rezultatele obtinute sunt, cu toate acestea, incurajatoare. Pentru o retea de calcu-
latoare, cu magini de performante diferite, cu incarcare diferité si oscilanta in timp, mod-
elul de tip master-slave prezentat pare cel mai potrivit. Un model cartezian se adapteaza
cel mai bine calculului blocurilor dreptunghiulare; dacé vrem s& facem gi inversarea matri-
cii, modelul cartezian ugureaza foarte mult comunicatiile intre procesoarele care opereaza
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Timpul de calcul (MP) {s]
IS
T
L

0 L ) : 1 :

2 3 4
Numarul de procesoare {1-fast 2-serv 3-mect 4-did1)

Fig. F.2: Timpul de calcul functie de numéarul de procesoare folosind impértirea egald a
sarcinilor pentru o structurd geometrica de dimensiune 200

Timpul de caloul [s]

3
Numarut de procescare (1,24}

Fig. F.3: Timpul de calcul functie de numarul de procesoare folosind modelul Cartezian pentru
o structurd geometrica de dimensiune 1000

fiecare asupra unuia din blocurile matricii totale. Ultimul model prezentat se adapteaza
bine unei magini multiprocesoare. S
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Fig. [F.4: Timpul de calcul functie de num#rulde procesoare pentru procedura cu permutarea
circulard vectorilor de date geometrice
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