6. Circuite electrice liniare in regim tranzitoriu
6.1. Teoremele lui Kirchhoff in regim variabil

Ipotezele de baza acceptate in studiul circuitelor electrice permit deducerea
celor doud relatii fundamentale in studiul acestor circuite: feoremele [ui
Kirchhoff. In forma lor primari, aceste teoreme ilustreaza proprietiti topologice
generale ale circuitului.

Dupa cum s-a aratat in capitolele precedente prima teorema a lui
Kirchhoff afirmd ca suma algebrica a intensitatilor curentilor 7, , ai laturilor /;

legate la un nod #; al unui circuit este nula.

i =0. (6.1)

ke(j)

Se vor lua cu semnul plus curentii al cdror sens de referintd iese din nod.
Ecuatia de mai sus rezultd din legea conservarii sarcinii electrice aplicatd pentru
o suprafata inchisd X ce inconjoard nodul »; (figura 6.1) si din ipoteza cd sarcina
acumulata pe nod este nuld (¢gs =0), ceea ce conduce la conditia ca intensitatea iy
a curentului de conductie total ce iese din suprafata ¥ sa fie nula.

dgs
dt¢

Figura 6.1 Legea conservarii sarcinii
electrice.

Ca si in cazul circuitelor electrice de curent continuu aceasta teorema
conduce la un sistem de ecuatii liniar independente numai daca se aplica la
(N — 1) din nodurile circuitului.

A doua teorema a lui Kirchhoff pentru circuitele in regim variabil afirma
ca suma algebrica a tensiunilor u; la bornele laturilor /; ce apartin unei bucle (p)
a unui circuit este nula.

D> u, =0. (6.2)
ke(p)

Se vor considera cu plus laturile al caror sens de referintd coincide cu sensul
de referinta ales de bucla. Ecuatia de mai sus rezulta din aplicarea legii inductiei
electromagnetice pe o curbd inchisd I' ce parcurge pe la borne toate laturile
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buclei (p) (figura 6.2) si din ipoteza ca fluxul magnetic prin orice suprafata
exterioara eventualelor bobine de pe laturi este nul @ g. =0, ceea ce conduce la

conditia ca tensiunea electrica ur, pe curba inchisd I sa fie nula.

In ceea ce priveste aplicarea acestei teoreme, se observd ci se prefera,
pentru o0 mai buna sistematizare Tn modul de scriere a ecuatiilor circuitului, ca
tensiunea u; de la bornele laturii sa fie asociatd dupa conventia de la receptoare
cu sensul curentului din latura respectiva.

Intr-un circuit cu N — noduri si L — laturi, teorema a doua a lui Kirchhoff se
poate aplica pentru B = L — N + 1 bucle independente (teorema lui Euler).

o = ddg.
dt
Figura 6.2 Legea inductiei electromagnetice

6.2. Elementele ideale de circuit in regim variabil

Reluam 1n cele ce urmeaza, cu alte notatii, caracteristicile fiecarui element
de circuit si comportamentul acestora In regim variabil. Intereseaza
dependentele intre intensitatile curentilor si tensiunile la bornele laturilor.

Rezistorul ideal : caracteristica acestui element este data de legea lui Ohm:

g (t) = Rig(t) R 40
Sau w
ip(t) = Gug(2). 1 (L)

Bobina ideala fara cuplaj magnetic: tensiunea la bornele bobinei este data
de legea inductiei electromagnetice:
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uL(t)Zc(li—(f (p(t)ch(O)+IuL(T)dr:LiL(t) M)
0

w

1z (L)

uL(t):L%

i, (=i, (0)+ %IML(r)dr.
0

Bobina ideala cu cuplaje magnetice: ca si in cazul precedent, relatia dintre
tensiune si curent este furnizata tot de legea inductiei electromagnetice:

ix () L,

d ) .
Upy :—(;Pk Or =Liip () + D Liiy () M*
4 h#(k) O I, DLF‘E
di (1) di (1 e,
uLk :Lk k + Z Lkh h( ) ¢

1 gy, (£)
Relatiile de mai sus arata ca fluxurile magnetice totale ale bobinelor trebuie
sa fie functii de timp cu proprietati de continuitate — @(0_) = ¢(0, )— pentru ca
tensiunile la borne sa ramana finite. De asemenea, se observa ca, in cazul

bobinei necuplate magnetic, curentul prin bobind trebuie sd aiba proprietati de
continuitate i; (0_) =i; (0,). Aceste proprietati vor fi utile in studiul regimului

tranzitoriu.

Condensatorul ideal: caracteristica acestui element este data de legea
conservarii sarcinii:

d t i i l(£)
ic="7"" 4()=4(0)+ Ji@de=Ce () —
du(f) ]t “e®
ir(t)=C dCt uc(z):uC(O)+E g i(t)dr.

Cele trei legi ale electromagnetismului mai sus mentionate vor fi prezentate
in cea de a doua parte a cursului, Bazele Electrotehnicii II. Ca si in cazul
bobinelor, relatiile ce exprima functionarea condensatorului aratd ca sarcina
electrica a condensatorului trebuie sa fie o functie de timp cu proprietati de
continuitate q-(0_) =q,(0,)— curentul ramanand astfel finit. Se poate spune

ca datorita ecuatiei sale de functionare si tensiunea la bornele condensatorului
trebuie sa aiba proprietatea de continuitate u-(0_) =u (0, ).

Avand in vedere cele expuse anterior, a doua teorema a lui Kirchhoff se
poate exprima §i sub o altd formd, mai utild in aplicatii curente, forma ce ia
explicit in considerare structura fizica reala a laturilor circuitului.
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Presupunem pentru aceasta cad (in cazul cel mai general posibil), fiecare
latura k este alcdtuita din urmatoarele elemente ideale: un rezistor de rezistenta
R;, o bobind cu inductivitate L,, eventual cuplatd magnetic cu alte bobine

(L4, ), un condensator de capacitate C, si o sursd de tensiune electromotoare
e, () — figura 6.3.

*
I, C
R * L,;-, C.l; E.E{E:'

Figura 6.3

Inlocuind expresia tensiunii u; in expresia (6.2) se ajunge la urmatoarea
forma echivalentd a celei de-a doua teoreme a lui Kirchhoft.:

di 1 ¢.
> szk+Lk v > Lyt ——[ipdt |= Y e (o).
ke(p) h(#k) d¢ Ck ke(p)

(6.3)

Prin urmare suma algebrici a caderilor de tensiune pe elementele
componente ale laturilor unor bucle ale circuitului este in orice moment suma
algebrica a tensiunilor electromotoare ale surselor din acele laturi, toate semnele
fiind stabilite prin raportarea sensurilor curentilor si tensiunilor la un sens
oarecare de parcurgere a buclei ales arbitrar.

6.3. Ecuatiile circuitelor electrice. Problema conditiilor
initiale. Regimuri de functionare

Comportarea oricdrui circuit electric, adicd modul de variatie In timp a
intensitatii curentilor si a tensiunilor la bornele diferitelor elemente componente
sau laturi ale circuitelor, este complet descrisa cu ajutorul unui sistem de ecuatii
ce se obtine prin aplicarea celor doud teoreme ale lui Kirchhoff. Asa cum am
precizat in subcapitolele anterioare, cu ajutorul celor doua teoreme se pot scrie
(N —1) respectiv, B ecuatii liniar independente, adica in total N—1+B = L
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ecuatii, In numar egal cu numarul de laturi al circuitului. In acest fel,
comportarea in timp a circuitului poate fi perfect determinatd prin integrarea
sistemului de ecuatii stabilite.

Yi=0  j=12,...N-1

y (6.4)
I I ¢.

Z Rklk +Lk Z Lkh dh +C_Ilk dt |= Zek(l‘),pZI,Z,...,B.

ke(p) h(#k) k ke(p)

In aceasta forma de scriere a sistemului, necunoscutele sunt intensitatile
curentilor din cele L laturi ale circuitului, iar variabila independenta este timpul.
Circuitul fiind liniar, parametrii elementelor componente au valori constante,
astfel incat sistemul descris de ecuatiile (6.4) este un sistem de ecuatii integro-
diferentiale liniar si neomogen cu coeficienti constanti. Observand ca numai
bobinele si condensatoarele introduc cdte un element diferential in ecuatiile
circuitului, conform relatiilor acestora de functionare, ordinul # al sistemului de
ecuatii este egal cu suma dintre numarul n;, de bobine si respectiv nc de
condensatoare continute de circuit, adicd cu numadrul total al elementelor
reactive.

In cazul retelelor liniare, prin eliminiri succesive, sistemul de ecuatii (6.4)
se poate reduce in raport cu o functie necunoscuta x(¢) la o ecuatie diferentiald

liniard neomogena, cu coeficienti constanti, de forma:

d" x d" 1 x dx (6.5)
n n—1 +'”+al_+a0x:y(t)-
ds” d¢ ds

Coeficientii a, a,...,a, depind numai de structura retelei si au aceleasi

valori (pana la un factor multiplicativ) pentru orice functie necunoscutad x(¢), a
sistemului initial, iar membrul drept y(#) depinde de structura circuitului, de
marimile caracteristice ale surselor presupuse variabile in timp si de functia
necunoscuta x(¢) in raport cu care s-a facut eliminarea.

Conform teoriei matematice a sistemelor de ecuatii diferentiale, de forma
(6.5), expresia in timp a intensitatii fiecaruia dintre curenti x(¢) se scrie ca suma
dintre doua componente:

x() =x;(6) +x,(2). (6.6)

Prima dintre aceste componente, x,;(7), este solutia sistemului de ecuatii

omogenizate, adicd pentru care s-a presupus ca toate sursele existente In circuit
se pasivizeazd y(£)=0 (e, (¥)=0). Marimile caracteristice ale -circuitului,
intensitatile curentilor din laturi si tensiunile la bornele diferitelor elemente, vor
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fi in acest caz determinate de valorile initiale ale unora dintre ele. Aceasta
solutie se numeste solutie de regim liber, si are forma:

x;(t) = Zn:Ak(t)eak’ = Zn:Ak(t)eXp(ockt). (6.7)
k=1 k=1

In relatia (6.7) A, (t), k=12,...,n sunt constante de integrare, iar
o, 1,2,...,n sunt radacinile ecuatiel caracteristice, care se obtine din ecuatia

diferentiald omogena inlocuind formal derivata de ordin & a functiei necunoscute
cu puterea k a unei necunoscute o.:

a,0" +a, "' +-aq0+ay=0. (6.8)

In ecuatia (6.8) o, este o radicina multipla de ordinul m; . Polinoamele
A, (¢) sunt de ordinul (m;—1) in variabila ¢, cu coeficienti reali sau complecsi.

Deoarece fizic se constatd cd, in absenta surselor, marimile ce definesc
comportarea oricarui circuit real tind sa se anuleze dupa scurgerea unui anumit
timp, rezulta ca radacinile ecuatiei caracteristice indeplinesc in mod obligatoriu
conditia:

Refa, }<0. (6.9)

In circuitele reale (care contin elemente disipative—rezistente) regimul

liber este un regim amortizat, care se stinge treptat pe masura ce timpul creste,
adica:

lim x;(1)=0. (6.10)

t—>0

Solutia astfel scrisa contine un numar de constante de integrare egal cu
ordinul sistemului, adica cu numarul » de elemente reactive ale circuitului.

A doua componentd a solutiei, x,(¢), este o solutie particulard (complet
determinatd) a ecuatiei neomogene (care are in dreapta termenul y(7)), numita
solutie de regim fortat, deoarece forma ei este impusa de functia reprezentata
de termenul liber al ecuatiei, adica de conditiile exterioare. Daca termenul liber
este o constantd, un polinom de ¢, 0 exponentiald sau o combinatie liniard de
astfel de functii de timp, atunci solutia de regim fortat se gaseste sub forma unei
functii de timp de aceeasi formd; parametrii solutiei de regim fortat se pot
determina complet prin substitutie in ecuatia neomogend a formei cadutate si
identificate.

Determinarea celor n constante de integrare se face prin referire la conditiile
initiale ale circuitului, adicd la valorile la momentul # =0 ale unora dintre
marimile sale caracteristice. Deoarece elementele reactive sunt cele care au
determinat natura integro-diferentiald a ecuatiilor circuitelor, conditiile cerute se
vor referi la marimile ce definesc comportarea lor.
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Pentru bobina si pentru condensatorul ideal se pot scrie ecuatiile:

o1 _ 17 .
zL(t)_LjuL(t)dr L.(EuL(r)dr+1L(O) o

e (1) :%Iic(t)dt :%Iic(r)dr +uc(0).
0

Din ecuatiile (6.11) rezulta ca, o datd cu specificarea exactd a originii
timpului, pentru cunoasterea la un moment ¢ >0 a intensitatii curentului prin
bobind i; si respectiv, a tensiunii la bornele condensatorului uc, trebuie
cunoscute valorile acestor marimi la momentul ¢ = 0. Ele fiind in numar de n;,
respectiva nc, se dispune astfel exact numarul de conditii necesare determinarii
celor n constante de integrare.

Studiul circuitelor electrice in regim variabil In timp prezintd o importantd
deosebitd mai ales pentru faptul ca permite anticiparea comportarii lor in cazul
in care, fie prin manevre voite (comutdri, conectdri sau deconectari), fie
accidental (scurtcircuite, puneri la pdmant, intreruperi etc.), se produc modificari
bruste in structura sau in conditiile de excitare a circuitului. In aceste cazuri, ca
moment origine de timp (¢ = 0) se adoptd de obicei chiar momentul efectuarii
manevrei sau producerii accidentului, iar conditiile initiale se determina
impunand ca pe durata (infinit de scurtd) de punere a circuitului n noile situatii
de functionare, intensitatea curentului din orice bobina si tensiunea la bornele
oricdrui condensator sa varieze in mod continuu:

ir(0-)=i,(0,); (6.12)
uc(0-)=uc(0,).

In ecuatia (6.12) 0_, respectiv 0, sunt momentele imediat anterior si

ulterior conectdrii considerate.

Se numeste regim permanent acel regim de functionare al circuitelor
electrice in care componenta libera a solutiei (solutia liberd) este neglijabild in
raport cu cea fortati. In fapt, regimul permanent poate fi definit ci fiind acea
solutie asimptotica, pentru ¢ tinzdnd catre infinit, a solutiei generale datd de
ecuatia (6.6). Dacd termenul liber y(f) este o constantd sau este o functie
periodica de timp, iar regimul liber este amortizat (se anuleazd cand ¢— «),
solutia de regim fortat 151 pastreaza forma la valori oricat de mari ale timpului si
se confunda cu solutia de regim permanent:

x(#) > x,(#), pentru t—> . (6.13)
Aceasta este situatia cea mai intdlnita in practica la circuite liniare
alimentate cu tensiuni constante sau periodice. In aceste circuite regimul fortat

se confunda cu regimul permanent si, de aceea, de multe ori nu se mai face
distinctie Intre aceste regimuri. Aceste cazuri particulare (excitatii constante sau
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sinusoidale) sunt numite regimuri stationare (regimul permanent de curent
continuu si regimul permanent sinusoidal).

Daca insa termenul liber nu este o constanta sau o functie de timp periodica,
atunci nu exista un regim permanent al circuitului.

Regimul tranzitoriu este acel regim de functionare al circuitelor electrice
in care solutia libera (naturald) are valori importante, comparabile cu cele ale
solutiei fortate. Pe durata sa se simte influenta conditiilor initiale de functionare.
Acest regim este determinat de situatii de manevra sau de accident ce intervin in
functionarea circuitelor electrice. Regimul tranzitoriu poate fi definit ca fiind
regimul variabil de trecere de la o stare initiald (un regim permanent) la un alt
regim permanent.

In practici, regimul tranzitoriu are o importanti destul de mare. in retelele
electrice de transport si distributie, toate comutatiile (deschideri sau inchideri ale
intrerupdtoarelor) sau avariile (scurtcircuite, intreruperi de conductoare)
determind regimuri tranzitorii. Regimurile tranzitorii, desi dureazd putin,
datorita constantelor de timp foarte mici pot periclita securitatea instalatiilor
(prin supraintensititi si supratensiuni) sau stabilitatea functionarii acestora. In
electrocomunicatii si 1n informaticd, numeroase clase de semnale (precum
succesiunile de impulsuri) au variatii importante in intervale de timp, variatii de
acelasi ordin de marime cu constantele de timp ale circuitelor; ele nu pot fi
studiate decat in regim tranzitoriu. De asemenea, prelucrarea semnalelor
(detectie, modulatie, limitare etc.) utilizeazd procese tranzitorii care nu pot fi
ignorate.

Pentru rezolvarea regimului tranzitoriu sunt cunoscute mai multe metode de
rezolvare dintre care cele mai importante sunt:

Metoda elementara a integrarii directe a sistemului de ecuatii integro-
diferentiale. Datorita faptului ca este o metoda relativ laborioasa, aceasta metoda
nu este recomandata decat in cazul unor circuite relativ simple, cu un numar
redus de elemente reactive (de cele mai multe ori doua).

Metodele simbolice (operationale), care, pe baza unor transformari
operationale (transformata Laplace, transformata Fourier, transformata Z)
simplifica apreciabil integrarea sistemului de ecuatii integro-diferentiale ale
circuitului.

Metoda variabilelor de stare permite scrierea de ecuatii ale circuitului
astfel Incat sa apara numai variabilele legate direct de comportarea elementelor
reactive de circuit. Aceastd metodd prezintd avantajele unei remarcabile
sistematizari in modul de scriere a ecuatiilor dar, fiind o metoda matriciala,
prezintd toate inconvenientele proprii acestui mod de calcul.

In cele ce urmeaza vom prezenta metoda elementara a integrarii directe si
metoda operationala folosind transformata Laplace.
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6.4. Metoda elementara de analiza a regimului tranzitoriu

Aceasta metoda, numita si analiza in domeniul timp, constd in rezolvarea
directa a sistemului de ecuatii integro-diferentiale ale circuitului.

Cu tot avantajul abordarii directe si intuitive a studiului comportarii
circuitului, metoda elementara prezintd marele neajuns al unor calcule lungi si
laborioase, ceea ce o face practic inaplicabild in cazul unor circuite avand un
grad cat mai ridicat de complexitate.

Metoda de rezolvare a regimului tranzitoriu are urmatoarele etape:

1. Se scriu ecuatiile diferentiale ale circuitului (care rezulta prin aplicarea
sistematica a teoremelor lui Kirchhoff — sau a altor metode — si eventual prin
derivarea si eliminarea unor necunoscute).

2. Se cauta solutia de regim tranzitoriu x(¢) sub forma unor sume ale solutiilor
de regim liber cu solutiile de regim fortat (care poate fi si solutia de regim
permanent).

3. Solutiile de regim liber se determina cu ajutorul ecuatiilor caracteristice, ca
solutii generale ale sistemului omogen (de exemplu, cu toate t.e.m. nule),
care depind de un numar de constante arbitrare (egal sau mai mic decat
numarul elementelor reactive ale circuitului). Ecuatia caracteristicd este unica
pentru o retea conexd sau formatd din mai multe subretele care se
influenteaza reciproc.

4. Solutiile de regim fortat se determind ca solutii particulare ale sistemului
neomogen de forma complet determinatid de termenul liber. In cazul t.e.m.
constante sau sinusoidale, solutiile fortate au aceeasi formad cd t.e.m., iar
solutiile se pot determina cu metodele folosite In regimul permanent.

5. Cu ajutorul conditiilor initiale se determind constantele de integrare din
expresiile complete (de regim tranzitoriu) ale solutiilor.

Daca circuitele au o structura mai complicata, daca t.e.m. nu sunt constante
sau periodice sau dacd se cere sd se determine numai una din functiile
necunoscute, aceastd metoda se dovedeste relativ laborioasd si greu de
sistematizat. Totodatd conditiile initiale, exprimate prin valori initiale ale
functiilor cunoscute si ale derivatelor acestora, necesita o analiza prealabila a
circuitului, pentru a stabili care dintre marimi au proprietati de continuitate in
momentul initial considerat (care in general, este un moment de discontinuitate
pentru anumite marimi, respectiv de schimbare a structurii retelei). Marimile
care nu suferda discontinuitdti — fluxurile totale ale bobinelor (intrucat
discontinuitatea lor ar determina t.e.m. induse infinite) — s§i sarcinile
condensatoarelor (intrucat discontinuitatea lor ar determina curenti infiniti) — se
numesc marimi de stare ale circuitului.

Rezolvarea regimului tranzitoriu pentru circuite de ordin intai

Circuitele de ordin intai sunt circuite ce contin un singur element reactiv,
sau la care ecuatiile care descriu functionarea lor se reduc la ecuatii diferentiale
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de ordinul intai. Acestea pot fi circuite de tip RL sau RC sau circuite reductibile
la acestea.

Ecuatiile care caracterizeaza aceste circuite sunt, agsa cum am precizat §i in
subcapitolele anterioare, ecuatii diferentiale, neomogene, cu coeficienti constanti
(consideram elementele de circuit liniare).

In cazul circuitelor de ordinul intdi, acestea au forma descrisd de ecuatia
(6.14):

d x(2)

a

+bx(f) = y(t). (6.14)

Vom considera cazurile cel mai des intdlnite in practica cand y(f) este o
functie constanta (sursa de tensiune de curent continuu) sau o functie sinusoidala
- caz ce corespunde, de exemplu, aplicarii pe circuit a unei surse de tensiune
sinusoidala.

Ecuatia de mai sus are o solutie de forma:

x(t) =x, () + x (1) (6.15)

In care x(7) reprezinti solutia ecuatiei diferentiale omogene (fard termen
liber), 1ar x(#) este solutia fortata, ce se cautd ca fiind o solutie particulard a
ecuatiei (6.14). Deoarece circuitele vor fi reale (cu elemente disipative) solutiile
trebuie sa Indeplineasca urmatoarele conditii:

e Solutia libera trebuie sa dispara dupa un timp suficient de lung (x,(#)— 0,
{—> ).

e Solutia fortata in cazul unei excitatii constante sau sinusoidale, coincide
dupa un timp suficient de lung cu solufia de regim permanent xA#) = x,(?),
adicd solutia de curent continuu sau alternativ la un timp suficient dupa
comutatie: x/#) = x,(¢) = x(0).

Solutia de regim liber are urmatoarea forma:

x;(t) = Ae* = Aexp(at). (6.16)

Constanta o este solutia ecuatiei algebrice atasate ecuatiei diferentiale,
adica este solutie a ecuatiei:

aa+b:0:>a:—2:l_ (6.17)
T

a

Prin urmare, solutia de regim liber va fi:

_t 6.18
x;(t)=Ae * = Aexp(—t/1). (©19)

Factorul 4 reprezinta o constantd ce va fi determinatd din conditiile initiale
ale circuitului, mai exact din conditiile de continuitate ale fluxului prin bobine,
respectiv ale sarcinilor prezente in condensatoare.
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Avand in vedere ca solutia de regim fortat este solutia dupda un timp
indelungat de la comutatie (in noua topologie a circuitului), vom obtine solutia
finalad ca in (6.19):

x(t) = Aexp(=t/1) + x(). (6.19)

In momentul 7= 0 se cunoaste conditia initiald x(0); prin urmare constanta
A va fi egala cu diferenta dintre valoarea initiald si valoarea finald a variabilei de
stare x (care este fie tensiunea pe condensator fie curentul prin bobine). Prin
urmare solutia va fi:

x(£) = (x(0) — x(e0) Jexp(—1/7) + x(c0). (6.20)

Termenul notat cu t poartd numele de constantd de timp a circuitului.
Aceastd marime este o foarte buna masura a “inertiei electrice” a circuitului,
adicd a promptitudinii cu care circuitul este capabil sd urmareasca variatiile
semnalului de excitatie care i se aplici. In general, comportarea dinamici este cu
atat mai buna cu cat constanta de timp este mai micd, in fapt cu cat elementele
disipative au valori mai ridicate.

Constanta de timp a circuitului da si o masurda a duratei regimului
tranzitoriu; astfel, se poate observa din (6.20) ca, dupa un interval de timp egal
cu 3t, valoarea marimii difera cu circa 5% fatd de valoarea sa de regim
permanent §i aceasta pentru cd la momentele 5t, respectiv 10t, diferenta sa
scade la numai 0,67% respectiva 0,04 %. Prin urmare, se poate spune cu o foarte
bund aproximare ca, dupd un timp egal cu de trei ori constanta de timp a
circuitului, regimul tranzitoriu este Incheiat.

Acesta este asadar cea mai simpla metoda de a rezolva circuitele ce contin
un singur element reactiv.

Deseori se intdlnesc circuite de tipul RL sau RC (figura 6.4) in diverse
tipuri de configuratii la care putem aplica direct relatia (6.20); pentru aceste
circuite carora le aplicdm o excitatie constantd, in conditii initiale nule obtinem
urmatoarea solutie:

. i, (8 1 E
1Y Ri—E B R
dt i B1 I i ()
E R ' Circuitul RL serie
i (1)=—(1—exp(~t/7)) (T\E
: D 4_
uy (1) = Eexp(~1/7) L | .
L g (f:l 24 : My
T=—. T
R u 02 o4, 08 08 i
Figura 6.4,a

Similar, vom obtine si pentru cazul circuitului RC:
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d >j () " |
Rc% tuc=E 8 A/ -
uc(t)=E(1-exp(-1t/1)) C) 2 £ o cmixj;:me
N
ic(f)= %exp(— t/7) ot <__ A y
t=RC. - o |
Figura 6.4,b

Asa cum se observa si din variatiile in timp ale marimilor caracteristice
fiecarui tip de circuit in parte, constanta de timp are si o interpretate grafica, ea
fiind egald cu subtangenta in punctul de comutatie la graficul de variatie al
marimii respective. De fapt, constanta de timp va fi calculata pentru circuitele de
tip RL ca raport dintre inductivitate si rezistenta electrica echivalenta “vazuta”
de inductivitate la bornele ei, respectiv la circuitele de tip RC, ca si produs dintre
capacitate si rezistenta electrica echivalentd “vazuta” de condensator la bornele
sale.

Daca la bornele unui circuit RL, de exemplu, se aplicd o tensiune
sinusoidald de tipul e(¢)= Esinw¢, raspunsul circuitului va fi asemanator

reprezentarii grafice din figura 6.5.

Figura 6.5

In acest caz, valorile curentului si a tensiunii prin bobind variaza dupa
legile:
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i;(t)=1, [exp(— t/ r)sin(p + sin(w? — q))]

u;(t)=Esin (p[exp(— t/r)cosq) + cos(wt — (p)] (6.21)
Iy = £ ¢ = arctg oL
0= W p
JR? +(wL)? R

Observatii

In practica, o importantd tehnici deosebitd o are comutatia bobinelor si a
condensatoarelor.

o Astfel in cazul deschiderii unui circuit RL variatia foarte rapida spre zero a
intensitatii curentului electric poate induce o t.e.m. (cadere inductivd de
tensiune) suficient de mare pentru a favoriza producerea unui arc electric
intre contactele intrerupatorului. Acest lucru prezintd pericolul strapungerii
izolatiei bobinei sau accidentarii operatorului, iar pe termen lung poate duce
la distrugerea contactelor. De cele mai multe ori neajunsul se inldtura evitand
intreruperea bruscd a curentului prin bobind, iar atunci cand acest lucru nu
este posibil, se leaga in derivatie cu bobind o rezistenta de valoare foarte
mare, prin care se Inchide curentul generat de t.e.m. autoindusd la
deschiderea circuitului. La instalatiile electrice si pe liniile electrice de mare
putere, unde montarea unor asemenea rezistente nu este posibild, aparatele
pentru intreruperea curentului sunt prevazute cu dispozitive speciale pentru
intreruperea arcului electric iar manipularea lor se face numai de la distanta.

e In cazul circuitelor RC, la incircarea condensatoarelor, daca rezistenta este
destul de mica, apar curenti de intensitate foarte ridicata care pot periclita atat
termic cat si electrodinamic securitatea instalatiilor. Din acest motiv, bateriile
mari de condensatoare au rezistoare sau alte dispozitive pentru limitarea
curentului de incdrcare. Daca dupd incarcarea unui condensator se deschide
intrerupatorul, condensatorul raimane incarcat la tensiunea (eventual Tnalta) la
care era incarcat inainte de deschiderea intrerupatorului un timp indelungat.
Din aceasta cauza este indicat, pentru a se evita pericolul de electrocutare, ca
acest condensator si fie descircat folosind rezistente de valoare ridicati. In
caz contrar el se va descarca foarte lent, numai prin rezistenta dielectricului,
proces ce poate dura si cateva zile.

Rezolvarea regimului tranzitoriu pentru circuite de ordin doi

Aceste circuite sunt circuitele electrice care contin doud elemente reactive
(de reguld bobina si condensator) iar ecuatia de caracterizare a acestora este o
ecuatie diferentiald neomogena cu coeficienti constanti de ordinul doi avand
forma celei din relatia (6.21).
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(6.21)

2
a d” x(0) +b dx(tt) +cx(t) = y(t)

de?

Solutia acestei ecuatii este compusd din solutia de regim liber si solutia
fortata.

Solutia fortatd se determina, ca fiind o solutie particulard a ecuatiei
diferentiale generale. Ea va trebui gésita (de cele mai multe ori ca o solutie de
regim permanent) ca o solutie a ecuatiei dupad ce regimul tranzitoriu a incetat
(adica dupa un timp suficient de lung ca efectele acestuia sa nu mai poata fi
percepute). In practici se consideri ci toate derivatele sunt nule, determinand-se
astfel o solutie pentru regimul fortat.

Solutia de regim liber are forma:

x;(t) = Ay exp(o 1) + 45 exp(ay?) . (6.22)

In ecuatia (6.22) termenii 4,, respectiv 4,, se determind din conditiile de
continuitate ale fluxului din bobina si ale sarcinii de pe condensator:

qc(0,)=qc(0_) (6.23)
®,(0,)=D,(0).

Parametrii o; s1 a, sunt solutiile ecuatiei algebrice atasate ecuatiel
diferentiale omogene, adica sunt solutiile ecuatiei:

a0’ +bo+c=0. (6.24)

Avand in vedere caracterul realist al majoritatii circuitului, pentru ca solutia sa
fie stabila trebuie ca ambele solutii ale ecuatiei de mai sus sd aiba partea realad
negativi. In functie de aceste douid riadicini se disting mai multe regimuri ale
solutiei de regim liber deci, implicit, ale solutiei de regim tranzitoriu:

e Daca radacinile ecuatiei algebrice atagate ecuatiei diferentiale omogene sunt
reale (a;,0, € R), atunci :
e Dacd ele sunt diferite (o, #0a,) atunci avem regim aperiodic
(supraamortizat).
e Daca ele sunt egale (o, = a,) atunci avem regim aperiodic critic.
e Daca radacinile ecuatiei algebrice atasate ecuatiei diferentiale omogene sunt
complexe (o;,0, € C), atunci :
e Daca existd elemente disipative (cazul real) avem regim oscilatoriu
amortizat.
e Daca nu existd elemente disipative (cazul teoretic) avem regim
oscilatoriu neamortizat.
Pentru un studiu mai simplificat, dar si pentru a pune in evidenta cateva
fenomene calitative, vom considera in cele ce urmeaza un circuit simplu RLC
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serie (figura 6.6) cdruia i1 se aplicd la un moment =0 o tensiune continud
constantd FE. Intentiondm sda determindm la aceastd excitatie functie de
parametrii acestuia R, L si C.

Ecuatia caracteristica acestui circuit este:

’ 6.22
Lc%mcdugt(’)mc(t):ﬂ (6.22)
{
o
£ £

i)
D* L

Halt) <—— ¢

Figura 6.6

Solutiile ecuatiei algebrice atasate ecuatiei diferentiale (6.22) sunt:

oy =—0% 82—035 unde 82%% 0)5 :%. (6.23)
Prin urmare solutia generald are forma :
uc(t) =uc (t) +ucy (t) = 4y exp(oyr) + 4 exp(a,t) + E . (6.24)
Conditiile initiale se determind cu relatiile:
uc(0,)=uc(0_)=0 (6.25)

i,(0,)=i,(0_)=0 sau %:0.

a) Regimul liber oscilatoriu amortizat
Daca &° —03(2) <0 se noteazd cu o= 1/0)% — 8%, iar radicinile ecuatiei
caracteristice vor fi complexe conjugate:
o =—d0+jo o, =-0+]o. (6.26)
In acest caz & se numeste constantd de atenuare a oscilatiilor libere de
amortizare, ®, — este pulsatia oscilatiilor libere neamortizate, iar ® — pulsatia

oscilatiilor libere amortizate ale circuitului.
Dupa stabilirea conditiilor initiale solutia de regim tranzitoriu capata forma:
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uc(t) = E(l — .1 exp(—dt) sin(wt + k)j , (6.27)
sink
in care s-a notat:
’ 6.28
sink = = 1—RC cosk:i=£\/§. (6.28)
®g 4L o, 2\VL
Curentul prin circuit este:
d .
i(t) = Cﬁ = Liexp(—éit) sin ®f . (6.29)
®

dt¢

In figura 6.7 s-a reprezentat variatia in timp a curentului prin bobina.
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Figura 6.7
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Timpul dupa care curentul capatd valoarea maxima si valoarea acestui
maxim este:

1 arct E -
=S, = exp(=31,,)sin 0,
o «x oL

unde x = mz—l, 1ar mzz\/z>1.
R\NC

.. : di FE .
Panta de crestere a curentului in primul moment este: ar :Z. Deci in
t

primul moment toata tensiunea se aplicd bobinei ideale, iar inductivitatea
acesteia determind panta initiald a curentului.

b) Regimul liber oscilatoriu neamortizat

Acest regim se obtine 1n cazul ideal dacd circuitul nu contine elemente
nedisipative: R=0.

(6.30)
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In acest caz se determina usor relatiile:
uc(t)=E(—-cosmyt) (6.31)

. E .
i; (1) =——=sinoy.
0L

Timpul dupd care curentul ajunge la valoarea maxima, precum si aceasta
valoare, sunt usor de determinat:

A S (632)
" 20, " L
C

In mod evident acest regim este pur teoretic deoarece in realitate dupa un
timp foarte lung de la comutatie oscilatiile libere ale marimilor se vor stinge.
Totusi aceasta situatie poate fi regasita intr-o destul de buna aproximatie in cazul
in care parametrii elementelor reactive sunt destul de mari in comparatie cu
valoarea rezistentei ohmice a circuitului. In electrotehnici acest regim este in
general evitat datorita instabilitatii raspunsului dat de circuit. Se spune ca acesta
nu ofera o solutie asimptotica.

Variatia in timp a curentului in acest caz este data in figura 6.8.

2001

100

-100 4

-200 4

Figura 6.8

c) Regimul liber aperiodic (supraamortizat)
Acest regim este intalnit atunci cind este 1indeplinitd inegalitatea

5% — oog < 0. In acest caz ecuatia caracteristica are doua radacini reale negative:

o, =—0%xp unde & :%% B= \/m (6.33)

Solutia poate fi dedusa observand cd [ =jw. Folosind relatiile dintre

functiile trigonometrice de argument imaginar si functiile hiperbolice, se
stabilesc urmatoarele expresii:
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uc(t) = E(l — 1 -exp(—0t)sh(wz + k')j- (6.34)
shk
In care s-au notat:
? 6.35
sink == [EC_ cosk:i=£\/§. (6.35)
®g 4L o, 2VL
Curentul circuitului este:
' duc _ E (6.36)
i(t) = C— = —exp(-8f)sh Bt .
()=C=y = 7pPCo0shp

Timpul dupa care curentul capata valoarea maxima si valoarea acestui
maxim este (figura 6.9):

t, = 1 arcthx i, = £exp(—8tm )shpz,
o x BL

unde x=+1-m?, iar ng\/z<1.
R\NC

(6.37)

N
IM - =
1
|
1
1504 ! . .
! regin aperiodic
i
| 'z
i ! E=2 /=
100 : =
1
1
] I
1
a0+ !
] 1
1
| £
1
o ¢, 0.002 0.004 0.006 0.008

Figura 6.9

d) Regimul liber aperiodic critic
Regimul apare &7 —co(z) =0. In acest caz ecuatia caracteristici are o

radacinad dubla egala cu —9d. Solutia se poate deduce direct din relatia (6.27) prin
trecere la limita (0 — 8 ® — 0). Rezulta :
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uc(t)=E(1+ (1+ 8¢)exp(—dr)) (6.38)

i;(t)= %texp(—éit).

Variatia in domeniul timp a curentului prin circuit va avea graficul de
variatie asemanator celui prezentat in figura 6.10.

1807
1604

140+
1204
100

r=z[C
i

a0 regim aperiadic crific
B
40
20 ;
u 0.001 0.002 0003 0.004 0.005

Figura 6.10

Timpul dupd care curentul atinge valoarea maximd si valoarea acestui
maxim este:

= (6.39)
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