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1.

CIRCUITE ELECTRICE LINIARE DE
CURENT CONTINUU

Circuitele de curent continuu sunt acele circuite in care sursele de
tensiune si de curent furnizeaza la bornele lor marimi invariabile in
timp. In aceste conditii, dupa stingerea regimurilor tranzitorii, datorate
unor eventuale procese de comutatie, toate marimile de circuit
(curenti, tensiuni, potentiale) sunt de asemenea invariabile in timp.

Aceste marimi vor fi notate cu majuscule.

1.1 RETELE ELECTRICE LINIARE - GENERALITATI

Vom intelege prin retea electrica o multime de elemente de circuite
interconectate la borne.

Un element de circuit este un domeniu ce are legatura electrica cu
exteriorul doar printr-un numar finit de puncte numite borne. Un
element se numeste dipolar doar daca are doua borne.

Marimile electrice ce caracterizeaza retelele electrice sunt:

e Intensitatea curentului electric — marime fizica scalara

(pozitiva sau negativa) asociata unei sectiuni orientate printr-
un conductor.

o Tensiunea electrica — marime fizica scalara (pozitiva sau

negativa) asociata unei perechi orientate de borne.
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Pentru a marca faptul ca aceste marimi sunt orientate se utilizeaza
sageti atat pentru intensitate, cat si pentru tensiune (numite sensuri
de referinta).

e Vom utiliza notiunea de nod al circuitului pentru punctul in

care se intalnesc cel putin trei conductoare.
e Latura va fi portiunea de circuit cuprinsa intre doua noduri,
iar ochiul de circuit este o succesiune continua de laturi care

formeaza un contur poligonal inchis.
Relatiile fundamentale ale teoriei circuitelor in general si a teoriei
circuitelor electrice in particular sunt date de teoremele (relatiile) lui

Kirchhoff.

Relatia (teorema) intai a lui Kirchhoff:

“Suma algebrica a intensitatilor curentilor ce concura la un nod al

unui circuit electric este nulad”.

2 h=0 (1.1)

k

Caracterul algebric al sumei este impus de atribuirea semnului
plus pentru curentii care ies din nodul (n) si, respectiv, semnul minus

pentru curentii care intra in acel nod.

Relatia (teorema) a doua a lui Kirchhoff:

“Suma tensiunilor electrice orientate in acelasi sens pe un ochi este

nuld”.
U, =0 (1.2)

In cazul particular al unei bucle [b], cea de-a doua teorema a lui

Kirchhoff ia forma:

k%]ﬁRk'lk"'ZﬁUSk:k%]ﬁEk (12’)

kelb]
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Relatie care arata ca suma algebrica a tensiunilor la bornele
rezistoarelor si surselor ideale de curent este egala cu suma algebrica
a tensiunilor electromotoare ale surselor ideale de tensiune.

Caracterul algebric al celor trei sume din relatia (1.2’) este impus
de necesitatea parcurgerii buclei [b] intr-un anumit sens (arbitrar) si
atribuirea semnului plus tensiunilor Rxlx la bornele tuturor
rezistoarelor de rezistente Rx strabatute de curentii Ix in sensul de

parcurgere, tensiunilor Ug (la bornele tuturor surselor de curent) al

caror sens coincide cu sensul de parcurgere si tensiunilor
electromotoare Ex (ale tuturor surselor de tensiune) ale caror sageti
sunt orientate in sensul de parcurgere (respectiv minus in caz contrar).

Pentru rezolvarea retelelor electrice (determinarea tensiunilor si
intensitatilor), la ecuatiile lui Kirchhoff sub forma generala se adauga
si relatiile impuse tensiunii si intensitatii de catre fiecare element de
circuit in parte.

Aceste relatii (numite si ecuatii de functionare) sunt specifice
fiecarui element real.

Pentru a usura studiul retelelor electrice se introduc un numar de
elemente cu proprietati idealizate numite elemente ideale.

1. Rezistorul — simbolul acestui element si ecuatia sa de

functionare sunt date in Fig.1.1.

2. Generatorul ideal de tensiune — simbolul acestui element si

ecuatia sa de functionare sunt date in Fig.1. 2.

3. Generatorul ideal de tensiune — simbolul acestui element si

ecuatia sa de functionare sunt date in Fig.1. 3.

X
N e S G
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U =RI P=RI? U=E P=El I=J P=UJ

Fig.1.1 Rezistorul ideal. Fig.1.2 Generatorul Fig.1. 3 Generatorul

ideal de tensiune. ideal de curent.

Sursa ideala de tensiune (vezi figura 1.5-a) are ecuatia de

functionare

U=E (1.3)
oricare ar fi valoarea si sensul curentului I care o strabate. Cele doua
situatii posibile pentru sensul real al curentului care strabate sursa
(si, corespunzator, pentru sensul real al puterii transferate pe la

borne, sens evidentiat cu ajutorul sagetilor hasurate) sunt prezentate

in fig. 1.1.4,bsi 1.1.4,c

E
/) I !

(a) (b) (©)
Fig. 1.4 Sursa ideala de tensiune sau generatorul ideal de tensiune.

Sursa ideala de curent (vezi figura 1.5,a) are ecuatia de

functionare:
I =1, (1.4)
oricare ar fi valoarea si sensul tensiunii Uy la bornele sale. Cele doua

situatii posibile pentru sensul real al tensiunii la bornele sursei (si,
corespunzator, pentru sensul real al puterii transferate pe la borne,
sens evidentiat si de aceasta data cu ajutorul sagetilor hasurate) sunt

prezentate in figurile 1.5,b si 1.5,c.
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(a) (b) (c)
Fig. 1.5 Sursa ideala de curent sau generatorul ideal de curent.

In cazul generatoarelor reale de tensiune si curent, descrise in

Fig.1.6, ecuatiile de functionare ale acestora se vor modifica in acord

cu teoremele lui Kirchhoff:

g
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L

U=RI-E I =J+UG

Fig.1. 6 Generatoarele reale de tensiune si curent.

Din punct de vedere energetic, elementele de circuit sunt

caracterizate cu ajutorul puterii transferate pe la borne, marime ce se

calculeaza la elementele dipolare cu ajutorul relatiei:
P=UlI (1.5)

Si aceasta marime este orientata (poate fi absorbita sau cedata),
interpretarea sensului efectuandu-se cu ajutorul a doua reguli:

a) Regula de la receptoare (la care tensiunea la borne si curentul

prin element au acelasi sens).
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Daca P >0 puterea P este absorbita.

Daca P <0, atunci puterea |P| este cedata de elementul respectiv.

b) Regula de la generatoare (la care tensiunea la borne si

curentul prin element au sensuri opuse).
Daca P >0, puterea P este cedata.

Daca P<0, atunci puterea |P| este absorbitd de elementul

respectiv.

Teorema conservarii puterilor precizeaza ca, pentru un circuit
electric alcatuit din componente dipolare, ,suma puterilor algebrice

primite la borne de elementele sale componente este egala cu zero”.
ZU e =0 (1.6)
k

In relatia (1.6), sensul de referintd pentru tensiunea U, si
intensitatea curentului I, este la fel orientat pentru fiecare element

dipolar de circuit.
O consecinta importanta a teoremei conservarii puterilor o

constituie Bilantul puterilor care arata ca ,suma puterilor consumate

prin efect electrocaloric ireversibil (Joule) in rezistentele unui circuit
electric complet este egald cu suma algebrica a puterilor cedate de

sursele de energie electrica (sursele de tensiune si injectiile de curent)”.
ZRkaZZZEka'i—ZUk‘]k (1.7)
k k k

Bilantul puterilor este un instrument deosebit de util in verificarea
rezolvarii unui circuit electric. Daca acesta este verificat din punct de
vedere numeric, atunci valorile determinate pentru intensitatile
curentului electric, respectiv tensiunile la bornele elementelor de

circuit, sunt cele adevarate.

10
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1.2 TEOREME DE ECHIVALENTA PENTRU CIRCUITE DE CURENT
CONTINUU

Vom spune ca doua elemente de circuit sunt echivalente daca,
avand aceleasi tensiuni (arbitrare) la borne, curentii absorbiti pe la
borne sunt aceiasi.

Remarcam ca intr-o retea putem substitui o parte de retea
(subretea) cu un circuit echivalent, iar curentii si tensiunile in restul
retelei raman nemodificati.

Aceasta observatie permite rezolvarea retelelor reducandu-le

printr-o succesiune de echivalari la retele mai simple.

1.2.1 TEOREMA DE ECHIVALENTA DINTRE SURSA REALA DE
TENSIUNE SI SURSA REALA DE CURENT

Aceasta teorema precizeaza ca o sursd reala de tensiune poate fi
substituitd de o sursa reald de curent si reciproc, daca avem
urmatoarele relatii intre parametrii surselor de energie:

1-E G-L
R R

J
Loy
NS

1
— F=—
— S = — i

L

Fig.1. 7 .Echivalenta dintre sursa reala de tensiune si sursa reala de

curent.

1.2.2 CONEXIUNEA SURSELOR REALE DE TENSIUNE

e (Conexiunea serie

11
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Spunem ca mai multe surse de tensiune sunt conectate in serie
daca acestea sunt parcurse de aceeasi valoare a intensitatii curentului
electric.

In acest caz, relatiile de echivalentd sunt urmatoarele:

Ezzn:Ek R:Zn:Rk
k=1 k=1
E.R, E.R, B R Ex,&f ER
e e W e e S o
N7 NN R
M U

o

Fig.1.8 Surse de tensiune reale conectate in serie.

In Fig.1.8 nu s-a mai reprezentat si simbolul de rezistentd pentru
fiecare sursa in parte si nici pentru sursa echivalenta.

e Conexiunea paralel

Vom spune ca mai multe surse reale sunt in paralel daca la
bornele acestora vom avea aceeasi tensiune.
In aceasta situatie este mult mai comod de lucrat cu conductante

(inversul rezistentelor), iar relatiile de echivalenta vor deveni:

n n E
D2GE D
E = k=1 _ k=1 Rk
n n 1
28 2
k=1 k=1 "k

Fig. 1.9 Conexiunea paralel a surselor de tensiune.

12
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1.2.2 CONEXIUNEA REZISTENTELOR ELECTRICE

1. Conexiunea serie — Divizorul de tensiune.

Ca si in cazul surselor de tensiune vom spune ca un numar de
rezistoare electrice sunt conectate in serie daca acestea sunt parcurse

de aceeasi intensitate a curentului electric.

Relatiile de echivalenta rezulta imediat din teorema a doua a lui
Kirchhoff.

Rl RQ RR. Rm 7 R I
A Je 1 L L Jre s e
e | “'h—_h___ﬂfU S — 1 —_— A
1 2 . U U, 7
—\_\_\_\_\_\_\_\_\_\_\_\_\———'—'_'_'_'_'_'_'_'_'_,_,_,—ﬂ

Fig.1. 10 Conectarea serie a rezistoarelor.

Divizorul de tensiune este compus din doua rezistente electrice
conectate in serie.
El prezinta o importanta practica in calcului direct al tensiunilor

pentru cele doua rezistente daca se cunoaste tensiunea ce se aplica

ansamblului format de cele doua rezistoare.

R,
I Rl FE‘Q U]:U R|+R2
oy Fed @} R,
q_"n_____f’q "‘-h_____fﬂ:"' UZ:U R1+R2
w
Lf

Fig.1.11 Divizorul de tensiune.

13
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1. Conexiunea paralel — Divizorul de curent.

Rezistentele vor fi conectate in paralel daca acestea vor fi supuse la
aceeasi valoare a tensiunii. In acest caz relatiile de echivalenta pot fi

scrise din nou mult mai usor folosind conductantele.

Fig.1.12 Conectarea in paralel a rezistentelor.

Divizorul de curent este compus din doua rezistente conectate in
paralel.
Din aceasta configuratie se poate determina, (folosind teoremele lui

Kircchoff) in mod direct, curentul prin fiecare rezistorl,,|,, in functie

de curentul de la intrarea in divizorl .

e B
i LR
i 2 FQ —0 i Rl;RZ
v AR
rF

Fig.1.13 Divizorul de curent.

14



Conf. dr. ing. Emil CAZACU Bazele electrotehnicii I si II- Note de curs

1.2.3 TRANSFIGURAREA STEA-TRIUNGHI

Deseori, pentru o simplificare a rezolvarii circuitelor este util sa se
modifice schema de conexiune a unor rezistente din conexiunea

triunghi in conexiunea stea, sau invers.

Figl.14 .Transfigurarea stea - triunghi.

Relatiile de transfigurare, usor de demonstrat in baza relatiilor lui

Kircchhof, sunt:

Transfigurarea triunghi — stea Transfigurarea stea - triunghi

= R12 R31 Rlz — Rl + R2 + RIRZ
R12 + R23 + R31 3
, = R23 R12 R23 — R2 + R3 + R2R3
Rlz + R23 + R31 I (1 8)
R31R23 R3Rl '
LT T R, =R, +R/ +
R12 R R23 + R31 2

1.2.4 TEOREMA SUPERPOZITIEI - TEOREMELE LUI VASHY

“Intensitatea curentului electric prin orice latura a unei retele
liniare si active (retea continand rezistoare liniare si surse ideale de
tensiune si de curent) este suma algebrica a intensitatilor curentilor pe
care i-ar stabili in acea latura fiecare dintre surse daca s-ar gasi doar
ea in circuit, celelalte surse fiind pasivizate”.

Operatiunea de pasivizare a unei surse consta in substituirea

acesteia cu un rezistor avand rezistenta egala cu rezistenta

15
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interna a sursei. Intrucat rezistenta interna a unei surse ideale de
tensiune este zero, iar rezistenta interna a unei surse ideale de curent
este infinita, operatiunea de pasivizare a unei surse ideale de
tensiune consta in substituirea acesteia cu un scurtcircuit, in
timp ce operatiunea de pasivizare a unei surse ideale de curent
consta in substituirea acesteia cu un gol.

Prin pasivizarea surselor de energie vom intelege suprimarea
actiunii acestora in functie de caracteristicile acestora, asa cum sunt

prezentate in Fig.1.15.

—

R - -
o
E R % R
A Fe Il

S

Fig.1.15 Pasivizarea elementelor de circuit.

Teorema lui Vashy pentru surse de tensiune (prima teorema a
lui Vashy): “Distributia de curenti si de tensiuni pentru toate
elementele dipolare ale unui circuit nu se modifica daca se introduc in
serie cu toate elementele conectate la un nod, oricare, al circuitului,
surse ideale de tensiune avand tensiuni electromotoare egale si la fel

orientate fata de nodul respectiv.”

Teorema lui Vashy pentru surse de curent (a doua teorema a
lui Vashy) : “Distributia de curenti si de tensiuni pentru toate

elementele dipolare ale unui circuit nu se modifica daca se introduc in

16
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paralel cu toate toate laturile ce alcatuiesc un ochi, oricare, al
circuitului, surse ideale de curent injectand curenti egali si la fel
orientati in raport cu un sens arbitrar de parcurgere al ochiului

respectiv.”

Subliniem insa faptul ca prin utilizarea primei teoreme a lui Vashy
se modifica tensiunile laturilor afectate de sursele ideale de tensiune
nou introduse, iar prin utilizarea celei de-a doua teoreme a lui Vashy
se modifica curentii laturilor afectate de sursele ideale de curent nou

introduse.

1.2.5 TEOREMELE SURSELOR ECHIVALENTE

e Teorema lui Thevenin

Un dipol liniar activ poate fi echivalat in raport cu bornele sale cu
o sursa reala de tensiune avand o tensiune electromotoare egala cu
tensiunea la bornele dipolului de mers in gol si o rezistenta egala cu

rezistenta echivalenta a dipolului pasivizat in raport cu aceleasi borne.

I=0 i | B tE
I~ R, +R
A
) = dacid E=0

O
— |= EO
R, +R

Fig.1.16 Teorema lui Thevenin.

O teorema asemanatoare ce are acelasi scop este teorema lui

Norton.

e Teorema lui Norton.

17
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Un dipol liniar activ poate fi echivalat in raport cu bornele sale cu
o sursa reala de curent, de intensitate egala cu cea a curentului de
scurt-circuit la bornele dipolului si o conductanta egala cu

conductanta echivalenta a dipolului pasivizat in raport cu bornele sale.

Fig.1.17. Teorema lui Norton.

Teoremele lui Thevenin si Norton se aplica atunci cand se
urmareste determinarea intensitatii curentului sau a tensiunii la
bornele unei singure laturi a unui circuit electric, eventual variatia
acestor marimi odata cu parametrii laturii considerate, restul

circuitului ramanand neschimbat.

1.2.6 TEOREMA TRANSFERULUI MAXIM DE PUTERE

Pentru un dipol activ, transferul maxim de putere de la acesta la o
rezistenta de sarcina R, se realizeaza in momentul in care valoarea

rezistentei de sarcina este egala cu rezistenta interna a dipolului R,.

Spunem ca sarcina exterioara este adaptata dipolului.

P

a2
4R, 1

18
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Fig.1.18 Teorema tranferului maxim de putere.

In acest caz, randamentul transferului de putere de la dipol la

sarcind este :

Pmax — R — RO :OS (19)
P R+R, 2R,

Se observa ca in acest caz randamentul transmisiei de putere este
inadmisibil de mic.

Cu toate acestea, sunt aplicatii in care se doreste o sarcina
adaptata sursei; acesta este cazul demarorului de pornire a
autovehiculelor alimentate de la bateria de acumulatoare.

Este necesara transferarea unei puteri maxime pentru un timp

relativ scurt, randamentul putand avea valori destul de mici.

1.3. METODE SISTEMATICE DE REZOLVARE A CIRCUITELOR DE
CURENT CONTINUU

Metodele de rezolvare utilizate in paragraful anterior, bazate pe
teoremele de echivalenta (generatoare si rezistente echivalente) pot fi
aplicate unor clase reduse de probleme (ce pot fi reduse prin grupari
serie sau paralel la un singur ochi).

Metodele sistematice vor fi metode ce se pot aplica la orice tip de
retea si permit calculul tuturor curentilor si tensiunilor din retea.

Prin problema directa vom intelege problema in care datele
problemei sunt: structura topologica a retelei, parametrii elementelor de
circuit din retea, E,,J,,R,, iar necunoscutele vor fi tensiunile la bornele
elementelor si curentii prin acestea.

Pentru rezolvarea problemei directe se pot utiliza teoremele
generale ale lui Kirchhoff, completate cu relatiile de functionare

(relatiile dintre tensiune si curent) pentru fiecare element.

19
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Metoda ecuatiilor lui Kirchhoff presupune scrierea a N-1 ecuatii
din teorema intaia (N fiind numarul de noduri), iar a L-N+1 ecuatii date
de a doua teorema (L fiind numarul de

laturi).

Rezulta astfel un sistem compatibil determinat ce are ca
necunoscute curentii prin

laturile circuitului.

Metoda ecuatiilor Kirchhoff

Aceasta metoda prezinta urmatorul algoritm:

1. Se aleg sensurile de referinta si se aleg cei L curenti din retea. Se
aleg sensurile de referinta si se noteaza tensiunile la bornele
generatoarelor ideale de curent.

2. Se scrie prima teorema a lui Kirchhoff de N-1 ori pentru N-1 noduri.
2. 1,=0 (1.10)
k

In relatia (1.10), suma este considerata algebrica (se trec cu plus

curentii care ies si cu minus curentii care intra in nod).

3. Se scrie teorema a doua a lui Kirchhoff pe L-N+1 ochiuri
independente pentru care s-au marcat in prealabil sensurile de

parcurs:

sz|k+ZUk:ZEk (1.11)

In relatia (1.11) toate cele trei sume sunt algebrice (termenii se trec

cu minus daca sensul de parcurs este opus sensului lui I,,U, sau E,).

Pentru a scrie o ecuatie pe un ochi trebuie sa-1 parcurgem de doua

ori prima data, sa urmarim rezistoarele, generatoarele ideale de curent
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si tensiunile la borne, iar a doua oara numai generatoarele ideale de
tensiune.

Ochiurile pe care scriem aceste ecuatii sunt de preferabil alese
astfel incat sa aiba un numar minim de rezistoare.

4. Se rezolva sistemul format din L ecuatii cu L necunoscute (curentii
prin laturi si tensiunile la bornele generatoarelor ideale de curent)
cu una din metodele matematice cunoscute de rezolvare a
sistemelor de ecuatii liniare (substitutie, reducere, determinanti
sau prin inversare de matrici).

5. Se verifica rezultatele obtinute prin verificarea teoremelor lui
Kirchhoff in nodul in care nu a fost utilizat sau pe alte ochiuri
neutilizate.

6. Se verifica bilantul puterilor pe retea cu relatia:

nl

ZRkaZ:nZz:Eklk+nz3:Uka (1.12)
=1 k=1

k=1 k
In relatia (1.12), suma din stanga este aritmetica (nl-numarul de
rezistoare), sumele din dreapta sunt algebrice (E,l, se trec cu minus
doar daca E, si I, au semne opuse, iar U,J, se trece cu semnul minus

doar daca U, si J, au sensuri de referinta similare)

Metoda curentilor ciclici

O alta metoda sistematica de rezolvare a circuitelor de curent
continuu este metoda curentilor ciclici.
Pentru rezolvarea unei probleme directe cu ajutorul acestei metode

se parcurg urmatoarele etape:

1. Se numara nodurile (doua noduri unite printr-un conductor le vom

numi “pseudo-noduri” si le vom considera ca alcatuind un singur
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nod). Se numara laturile. Se calculeaza numarul de ochiuri

fundamentale cu relatia O=L-N+1.

2. Se aleg O ochiuri independente care se considera parcurse de
curenti ciclici marcandu-se pe figura sensurile de referinta si
valorile acestor curenti. Daca problema contine generatoare ideale
de curent se aleg ochiurile astfel incat fiecare curent ciclic sa nu
parcurga decat maxim un singur generator de curent.

3. Se scriu O ecuatii liniare sub forma standard:

R11|1 +R12|21 +"'R10|0 :El

R21|£ +R22|£1 +"'Rzol(') :E;
: (1.13)

R01|1 +R02|21 +"’Roolo :Eo

4. Se calculeaza R, (elementele de pe diagonala sistemului) ca suma

aritmetica a rezistentelor de pe ochiul i. Daca pe ochiul i se afla un

generator ideal de curent atunci R, =» , deci ecuatia inu are sens si
ea se elimina din sistem. Se calculeaza apoi R;=R;, ca fiind
rezistenta laturilor comune i cu ochiul j; ea se trece cu plus daca
cei doi curenti ciclici au acelasi sens si cu minus daca au sensuri

opuse prin latura comuna.

5. Se calculeaza tensiunile E, ca suma algebrica a tensiunilor

electromotoare ale generatoarelor ideale de tensiune pe ochiul i (la
fel ca membrul drept din metoda ecuatiilor lui Kirchhoff).

6. Se completeaza sistemul obtinut cu valorile curentilor ciclici ce trec
prin generatoarele ideale de curent (care sunt tocmai curentii de
scurt-circuit ai generatoarelor).

7. Sistemul astfel obtinut se rezolva cu una din metodele cunoscute in

matematica.
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8.

10.

Se aleg sensurile de referinta ale curentilor din laturi si se

calculeaza acesti curenti ca sume algebrice de curenti ciclici.

. Se calculeaza tensiunea la bornele elementelor aplicand ecuatiile de

functionare sau teorema a doua a lui Kirchhoff.
Verificarile ce se pot face se bazeaza pe teorema a doua a lui

Kirchhoff, sau bilantul puterilor.

Metoda potentialelor la noduri

Aceasta metoda presupune urmatoarele etape:

. Se urmaresc laturile retelei ce contin numai generatoare ideale de

tensiune (laturi de rezistenta nula). Unul din nodurile retelei (de
preferinta cel in care converg cele mai multe laturi de rezistenta
nula), se alege ca nod de referinta (de potential nul). Laturile de
rezistenta nula care nu converg in nodul de referinta se pasivizeaza
cu ajutorul teoremei lui Vaschy, pentru generatoarele de tensiune
obtinandu-se o retea echivalenta din punct de vedere al curentilor

cu reteaua initiala.

. Se numara nodurile si se numeroteaza potentialele lor (pseudo-

nodurile se vor considera ca un singur nod): V,,V,---V, ;.

. Se scriu n-1 ecuatii liniare sub forma standard:

Gllvl + GI2V2 + “'Gln—lvn—l = Iscl
G12V1 + Gzzvz +“'G21n—lvn—l = Isc2
. (1.14)

Gn—llvl + Gn—lZVZ + ”'Gn—ln—lvn—l = Iscn—l

. Se calculeaza G, (elementele de pe diagonala sistemului) ca suma

aritmetica a conductantelor laturilor ce concura la nodul i. Daca

intre aceste laturi este una de rezistenta nula G, =x, ecuatia
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respectiva se elimina din sistem ca fiind lipsita de sens. Se

calculeaza apoi G; =G; ca fiind suma aritmeticid a conductantelor

laturilor ce leaga nodul icu nodul j luata cu sens schimbat.

5. Se calculeaza “injectiile” de curent in noduri I, ca suma algebrica

a curentilor de scurt-circuit ai laturilor ce concura in nodul i.
Curentii de scurt-circuit ai laturilor se calculeaza eliminand latura
respectiva din circuit si unind bornele ei extreme. Acesti curenti se
trec cu plus daca sageata generatorului inteapa (injecteaza) nodul si
cu minus daca pleaca din nod.

6. Se completeaza sistemul obtinut cu valorile potentialelor de la
extremitatile laturilor de rezistenta nula (ele sunt =+tensiunile
electromotoare ale generatoarelor ideale de tensiune de pe acele
laturi).

7. Sistemul obtinut se rezolva cu una din metodele cunoscute din
matematica.

8. Se aleg sensurile de referinta ale curentilor din laturi si ale
tensiunilor la bornele laturilor, facandu-se notatiile
corespunzatoare.

9. Se calculeaza tensiunile la bornele laturilor ca diferente de
potential.

10. Se calculeaza intensitatile curentilor prin laturi aplicand teorema
a doua a lui Kirchhoff pe ochiul format de latura si sensul de
referinta al tensiunii.

11. Se calculeaza tensiunile din reteaua initiala utilizand teorema a
doua a lui Kirchhoff.

12. Se verifica rezultatele obtinute cu ajutorul teoremei intai a lui

Kirchhoff si prin bilantul puterilor.

Rezolvarea circuitelor prin teorema lui Thevenin si Norton

Teorema lui Thevenin permite calculul intensitatii curentului intr-o

singura latura din circuit.
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Pentru aplicarea acesteia trebuie parcurse urmatoarele etape:

1. Se aleg bornele A si B de pe latura in care ne intereseaza curentul
astfel incat intre ele sa nu se afle nici un generator (la extremitatile
unui rezistorR,; sau de-a lungul unui conductorR,; =0).

2. Se pasivizeaza reteaua inlocuindu-se generatoarele cu rezistentele
lor interne (generatoarele ideale de tensiune cu R=0, si
generatoarele ideale de curent cu R=w). Se elimina rezistenta dintre
bornele A si B. Pentru reteaua astfel obtinuta se calculeaza

rezistenta R,;,, rezistenta echivalenta intre bornele A si B.

3. In reteaua nepasivizata se elimina rezistenta dintre bornele A si B si
se calculeaza tensiunea intre aceste puncte (tensiunea de mers in

gol U, ). Aceasta tensiune se calculeaza cu una din metodele

prezentate anterior (avantajul metodei Thevenin este ca reteaua ce
trebuie rezolvata la acest punct este mai simpla decat cea initiala

avand o latura mai putin).

- . U . .
4. Se calculeaza intensitatea |,, =——2%*— si tensiunea U ,; =R ;1 5.

ABO + AB
O alta metoda de calcul a unei singure marimi (tensiune de asta
data) este teorema lui Norton. Pentru aplicarea acestei metode trebuie

parcurse urmatoarele etape:

1. Se aleg bornele A si B astfel incat intre ele sa se afle doar un
rezistor (chiar de conductanta nula).

2. Se calculeaza conductanta echivalenta a retelei pasivizate
(pasivizarea se face ca si la metoda Thevenin):

1
GABO -5

RABO
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3. In reteaua initiala se scurt-circuiteaza punctele AB si se calculeaza
intensitatea curentului ce parcurge conductorul de scurt-

circuitl,,,. Calculul acestui curent se face cu una din metodele

prezentate anterior. (Este remarcabil ca reteaua de rezolvat la
acest punct are o latura mai putin decat reteaua initiala, lucru ce

simplifica in unele cazuri foarte mult reteaua).

4. Se calculeaza tensiunea intre bornele A si B cu ajutorul retelei

I .. .
U.e =ﬁ si intensitatea | ,; =U ,,G ;.
ABO + AB

Metoda superpozitiei

Este o metoda de rezolvare a circuitelor electrice valabila pentru
circuitele liniare si se poate sublima in urmatoarea afirmatie:

“Intensitatea curentului electric din orice laturd a unei retele electrice
liniare este suma algebricd a intensitdtilor curentilor pe care i-ar stabili
in acea latura fiecare dintre sursele independente daca s-ar gasi
singura in retea’.

Trebuie spus ca suprimarea actiunii celorlalte surse de energie din
circuit se face prin pasivizare (Fig.13).

Mai trebuie mentionat ca trebuie tinuta seama de semnul fiecarui
curent ales prin latura in care dorim sa determinam intensitatea

curentului.

1.4 SURSE COMANDATE

Sursele comandate sunt acele surse la care marimile furnizate de
acestea depind (sunt comandate) de alte marimi — curenti sau

tensiuni — din circuit.
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11 [2 . . -
o—— —>—0 Din acest motiv o0 sursa
U, C.D. U, comandata admite ca model un
5 multipol cu patru borne de acces,
numit cuadripol diport (notat CD

Fig. 1.19

in figura 1.19). Cele patru borne
sunt grupate in doua porti: poarta de intrare, la care marimile la
borne Ui si Ii sunt asociate ca sensuri de referinta conform conventiei
de la receptoare, si poarta de iesire, la care marimile la borne U si b
sunt asociate ca sensuri de referintd conform conventiei de la

generatoare.

Dupa cum poarta de intrare este un scurtcircuit (U = 0) sau un
gol (I = 0), iar poarta de iesire este un generator ideal de tensiune sau
un generator ideal de curent, sursele comandate se clasifica in

urmatoarele patru categorii (vezi figura 1.20):

[=0 1 m=========~ ] . I, »wmmmm T ! I,
| E= | T E=r [
. E=a,-U ! | el
| u o A _
Ul : : U2 U1—0 : : UZ_E
o—:—o —:—o : —:—o
L___ X S 4 !
(a) (b)
II -y -y T 1| ]2: ]g ]1:0| ___________ 112: Ig
: Ig:Bt'Il i : Ig—gt'Ul i
U=0 i U U, i U,
| | | |
! !
(c) (d)
Fig. 1.20

(a) Sursa de tensiune comandata in tensiune, care are ecuatiile

de functionare
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(b) Sursa de tensiune comandata in curent, care are ecuatiile de

functionare

U2:E:I't-|1;U1:0 (116)

(c) Sursa de curent comandata in curent, care are ecuatiile de

functionare

(d) Sursa de curent comandata in tensiune, care are ecuatiile de

functionare

Constantele a;, I;, f; si ¢; sunt marimi de transfer intre poarta

de intrare si poarta de iesire si au urmatoarele semnificatii:

U . . -
o o= —2 se numeste factor (adimensional) de transfer in
Ui I,=0
tensiune
U <
* I = 43 se numeste rezistenta de transfer
) U,=0
I . . -
e B = -2 se numeste factor (adimensional) de transfer in curent
) U,=0
| <
e ;= 2 se numeste conductanta de transfer.

U, 1,=0
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Sunt de retinut urmatoarele chestiuni in legatura cu sursele

comandate:
e Sursele comandate sunt surse ideale;

e Sursele comandate modeleaza existenta unor fenomene de cuplaj
electromagnetic intre marimile ce caracterizeaza poarta de intrare si
marimile ce caracterizeaza poarta de iesire, care pot conduce la

scheme echivalente rezistive neconexe;

e Rezolvarea circuitelor cu surse comandate cu ajutorul teoremelor
lui Kirchhoff, metodei curentilor ciclici si metodei potentialelor
nodurilor se face la fel ca in cazul in care nu exista surse comandate.
Ecuatiilor corespunzatoare fiecarei metode li se adauga relatiile care
exprima marimile care comanda in functie de necunoscutele metodei,
iar apoi aceste relatii se inlocuiesc in expresiile surselor comandate.

In acest fel, in cazul rezolvarii circuitelor cu surse comandate cu
ajutorul metodei curentilor ciclici sau a metodei potentialelor
nodurilor, matricile coeficientilor necunoscutelor nu vor mai fi

simetrice dupa rescrierea ecuatiilor.

e Generatoarele comandate se comporta diferit fata de generatoarele
independente referitor la teoremele Thévenin, Norton si superpozitiei,
in sensul ca sursele comandate nu se pasivizeaza intrucat ele nu pot

exista in absenta unei marimi (curent sau tensiune) de comanda.

e Calculul parametrilor Rpg ~—si Gpg, (necesari in teoremele

generatoarelor echivalente) se poate face prin una din urmatoarele

metode:
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— Se determina mai intai marimile Upg =~ si g _, iar apoi se
go sc

calculeaza Rpg —si, respectiv, Gpg —cu relatiile

UAB
o 1
RABO :TBgl; GABO=—=—Sc (1.19)

sc gol

— Se utilizeaza metoda de determinare a rezistentei (conductantei)
de intrare a wunui circuit electric fara a pasiviza sursele

comandate.

Atragem atentia ca, pentru circuitele care contin generatoare

comandate, marimile R,z i G5, pot rezulta si negative.

e In cazul retelelor cu generatoare comandate, teorema superpozitiei
afirma ca un curent printr-o latura, oricare, a unui circuit liniar este
suma algebrica a curentilor pe care ii stabileste in acea latura fiecare
dintre sursele independente, dar de fiecare data in prezenta surselor

comandate (care nu se pasivizeaza).
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2.

REGIMUL PERMANENT SINUSOIDAL AL
CIRCUITELOR ELECTRICE

2.1 MARIMI SINUSOIDALE -CARACTERIZARE, REPREZENTARE
SIMBOLICA

Prin definitie, o marime sinusoidala este marimea a carei variatie

in timp este descrisa de o expresie de forma:
x(t)= X, sin(ot +¢)=X \/Esin(oat +0) (2.1)

In relatia (2.1) marimile care apar au urmatoarea semnificatie:

o Xmax — este amplitudinea sau valoarea de varf a marimii
sinusoidale si reprezinta valoarea maxima pozitiva a variatiei x(t)
in decursul unei perioade.

e X — este valoarea efectiva sau eficace a marimii sinusoidale.

Intre amplitudine si aceasta existd, asa cum se observa din
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relatia (2.1), dependenta: X, =X+2. Valoarea efectivd X este

valoarea indicata de aparatele de masura.
e o - este pulsatia sau frecventa unghiulara. Intre pulsatie si

frecventa (sau perioada) marimii exista relatia:

w=2nf = 2" (2.2)
T

e a=mt+ ¢ — reprezinta faza la un moment dat (t oarecare). Pentru
t=0 se obtine faza initiala ¢ a marimii sinusoidale.
Pentru a ilustra mai bine semnificatia fizica a acestor marimi vom

reprezenta grafic variatia in timp pentru o marime sinusoidala:

T X, = X2

f5
L/

Fig.2.1 Marimi si valori caracteristice unei variatii sinusoidale.

1
|
516

Prin definitie, valoarea medie a unei marimi periodice este

valoarea expresiei data de relatia (2.2).

1 to+T

(2.3)

Asa cum se poate observa din relatia (2.3) pentru o marime
sinusoidala valoarea sa medie este nula.

O marime periodica de valoare medie nula se numeste marime
alternativa.

Definim valoarea efectiva sau eficace a marimii - radacina patrata

a valorii medii a patratului variatiei respective.
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Wi 2.4
xzmz lexz(t)dt:% (2.4)

Pentru doua marimi sinusoidale de aceeasi pulsatie o se defineste

defazajul ¢ ca diferenta dintre fazele celor doua marimi sinusoidale —

de fapt diferenta dintre fazele lor initiale.

X, (t) = X, /2 sin(ot + ¢,) (2.5)
. o=(ot+¢)—(ot+0,)=0¢, —9,
X, (t)= XZ\/Esm(cot+(p2)

In Fig. 2.2 se vizualizeaza defazajul pentru doua marimi de

amplitudini si faze initiale diferite:

xy ED

Fig. 2.2 Defazajul dintre doua marimi sinusoidale.

2.2 REPREZENTAREA COMPLEXA A MARIMILOR SINUSOIDALE

Pentru orice marime sinusoidala x(t) de pulsatie o i se poate asocia

in mod biunivoc un numar complex X numit si complexul sau

imaginea complexa a lui x(t), de modul egal cu valoarea efectiva si de

argument egal cu faza initiala a marimii sinusoidale:

X(t)=X\/§sin(cot+(p)©1=Xej“’=X(coscp+jsin(p) (2.6)

In relatia (2.6) s-a notat j=+-1 fiind numéarul complex de modul
unitate si faza n/2. Acest mod de reprezentare analitica a marimilor

sinusoidale se numeste reprezentare complexa. Acest tip de

33



Conf. dr. ing. Emil CAZACU Bazele electrotehnicii I si II- Note de curs

reprezentare permite si o reprezentare in planul complex a marimilor

sinusoidale:

x(E0

g |5

Fig.2.3 Reprezentarea complexa a marimilor sinusoidale.

Aceasta reprezentare este foarte utila deoarece permite rezolvarea
circuitelor electrice de curent alternativ sinusoidal mult mai usor si
permite totodata o mai buna interpretare a rezultatelor obtinute.

Prin urmare, in prima faza, marimile sinusoidale vor fi exprimate
cu ajutorul numerelor complexe, apoi, dupa rezolvarea acestora,
folosind in principal aceleasi teoreme de echivalenta si metode de
rezolvare ca si in curent continuu, se va reveni in domeniul timp

folosind biunivocitatea transformarii in complex.

2.3 ELEMENTE DE CIRCUIT

Elemente pasive de circuit

In principal, aceste elemente de circuit sunt reprezentate de
rezistorul, bobina, condensatorul si bobinele cuplate mutual intre ele,
fiecare dintre acestea fiind caracterizate doar de un singur parametru
constant, rezistenta R, inductivitatea L, capacitatea C, respectiv
inductivitatea mutuala de cuplaj M, care apare in plus fata de

parametrii celor doua bobine cuplate intre ele.

34



Conf. dr. ing. Emil CAZACU Bazele electrotehnicii I si II- Note de curs

R ip(t) L ip(e)

C a0

e
15 () 1y (£) B (E)
— Ri di 1.
Ug (£) = Rig (1) b (t)=L l(;t(t) uc(t):EJ'|C(t)dt
Ojfiml—o uL(t):LlﬂiLZdl
, ! dt dt
M di, di,
i, (t) L *D uLl(t):LZEiLIE
o—w1

Fig.2.4 Elementele pasive de circuit

In Fig.2.4 s-au prezentat pentru fiecare element in parte
ecuatiile analitice ce le caracterizeaza.

In cazul bobinelor cuplate magnetic semnul dintre cei doi termeni
este + daca i si » au acelasi sens fata de bornele polarizate, iar
semnul este — daca i intra in borna polarizata, iar i iese din borna
polarizata sau invers.

Asa cum este sensul curentilor si pozitia bornelor marcate in

figura semnul este pozitiv.

Elementele active de circuit

Aceste elemente sunt generatorul ideal de tensiune si generatorul
ideal de curent.

Generatorul ideal de tensiune se caracterizeaza prin faptul ca

indiferent de valoarea intensitatii curentului care-l parcurge i),
acesta furnizeaza la bornele sale o tensiune constanta u(t) egala cu

valoarea tensiunii generatorului e(t).
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Generatorul ideal de curent se caracterizeaza prin faptul ca

indiferent de valoarea tensiunii de la bornele sale u(t) acesta injecteaza
in circuit un curent a carui intensitate constanta ift) este egala cu
valoarea curentului generatorului j(t).

In Fig 2.5 sunt ilustrate simbolurile si ecuatiile de functionare ale

generatoarelor ideale de tensiune si curent.

e(e) ()

— Y, oy 1Y
u(t) u(t)
u(t)=e(t) Wt)=it)

Fig.2.5 Generatoarele ideale de tensiune si curent.

In cazul generatoarelor reale de tensiune si curent in componenta
acestora mai avem o rezistenta interioara in serie cu generatorul de
tensiune si in paralel cu generatorul de curent.

In Fig.2.6 sunt reprezentate schemele echivalente ale acestor

generatoare precum si ecuatiile lor de functionare.

FAR)
O = e
— 31} — g
U

ul:f,:l w
2 (f)

u(t)=e(t)-rift) i(t)=j(t)-gu(t)

Fig. 2.6 Generatoarele reale de tensiune si curent.

In circuitele electrice este de multe ori util sa lucram un un singur

tip de generator.
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De aceea, este util sa putem trece de la un tip de generator la
celalalt.
Ecuatiile de transformare se pot obtine usor prin compararea

expresiei tensiunii u(t) pentru cele doua tipuri de generatoare:

ut=ey-ricy _|*O="O
u(t)=rj(t)—ri(t): j(t):e(t) g—? (2.7)

r
Prima din relatiile rezultate se foloseste la trecerea de la
generatorul de curent la cel de tensiune, cu legarea rezistentei
interioare in serie, iar a doua relatie permite trecerea de la generatorul
de tensiune la cel de curent cu legarea rezistentei interioare in paralel

cu generatorul.

2.4. IMITANTE COMPLEXE

Rezolvarea circuitelor electrice de curent alternativ periodic
sinusoidal se poate face sistematizat apeland la notiunile de impedanta

respectiv admitantda complexa denumite in termenul comun de imitante

complexe.

Pentru aceasta vom considera un dipol liniar si pasiv ale carui
elmente inductive componente nu au cuplaje magnetice cu exteriorul.
Tensiunea si curentul la bornele sale au o variatie sinusoidala

Fig.2.7.

i£) I E e I
- ——o E
. . 02
Dipal Dipal /
Iniar | wipy) = | fHwiar ) -
Duesiv Pasiv Per oz
- &
—ua —ua ]

Fig.2.7 Dipol liniar pasiv necuplat magnetic cu exteriorul.

Variatia in timp a tensiunii si a curentului la bornele dipolului:
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u(t) =U~/2 sin(ot +¢,) U=Ue!®™ =U(cosq, + jsing,) (2.8)
i(t) = 12 sin(ot + ¢, ) I=1¢e! =1(cosp, + jsing,)

Prin definitie se numeste impedanta complexa a dipolului raportul

dintre imaginile complexe ale tensiunii aplicate la bornele sale si

intensitatea curentului absorbit:

:Bej(“’u""') =Ze'* =Z(cosp+ jsing)=R+jX

U
£=T77 (2.9)

Modulul Z [Q] se numeste impedanta reala a dipolului si

argumentul sau ¢=¢, — ¢, se numeste faza dipolului iar:

R=%Re{Z}=Zcosep — rezistentainterna echivalenta a dipolului [Q]
X =3m{Z}=Zsing - reactantainterna echivalenta a dipolului [Q] (2.10)

In mod evident se pot determina relatiile:
U_J/r? 2 X (2.11)
ZZT: R+ X (p:arcth .

Prin definitie Y [S] se numeste admitanta complexa a dipolului

raportul dintre imaginile complexe ale intensitatii curentului si ale

tensiunii la bornele sale:

Y= e @) =Y el® =Y (cosp— jsing)=G - jB

mly
U

IC |i—

(2.12)

In relatia (2.12) se identificA G - conductanta echivalentd si B —
susceptanta echivalenta ca parte reala respectiv, coeficient schimbat

de semn al partii imaginare din Y .

G=%Re{Y}=Ycos¢p - conductantainterna echivalenta a dipolului [S]
B= Sm{Y } =Ysing — susceptantainterna echivalenta a dipolului [S] (2.13)

Ca si in cazul impedantei pentru admitanta avem relatiile:

Y=UI—=\/GZ+B2 (pzarctgg (2.14)
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Observam ca admitanta (reala sau complexa) constituie inversul

impedantei (reale sau complexe).
Prin urmare intre parametrii aratati mai sus se pot determina o

serie de relatii:

1:% R:Y%=GZ2 X=Y£2=BZ2
h 2.15
Y:l G:iZZRY2 Bzizz)(Y2 ( )
Z Z Z

Avand in vedere relatiile (2.11) si (2.14) observam ca este posibila
construirea a doua triunghiuri dreptunghice numite generic al

impedantelor respectiv, al admitantelor (Fig.2.8).

Z=+R? + X?
z v = ¥ B
Y =4G? + B’
R . Y =1z
Fig.2.8 Triunghiurile imitantelor

Mai trebuie precizat ca dipolul liniar si pasiv necuplat cu exteriorul

trebuie in mod obligatoriu sa satisfaca conditia:
(2.16)

el-X I
(p 27 2

Conditia (2.15) este echivalentd cu %Re{Z}=R>0.
Daca 3m{Z}>0 sau ¢>0 vom spune ca avem un regim

preponderent inductiv.

In acest caz putem echivala intreg dipolul fie serie fie paralel (dupa

cum lucram in impedanta sau admitanta) cu un rezistor in conexiune

cu o inductivitate.
La legarea paralel (2.17)

La legarea serie
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R=%Re{Z} G =RefY |
B

_3 X
X, =3m{Z}=L= - oB.

Daca 3m{Z}<0 sau ¢<0 vom spune ca avem un regim
preponderent capacitiv.

In acest caz putem echivala intreg dipolul fie serie fie paralel (dupa
cum lucram in impedanta sau admitanta) cu un rezistor in conexiune

cu o capacitate.

La legarea serie La legarea paralel
R="e{Z} G =RelY | (2.18)
X, =3Imz}=C=— B, =3m{Y}=>C=—C
oX . [0)

2.5. PUTERI DEFINITE IN CIRCUITE DE CURENT ALTERNATIV
SINUSOIDAL

Pentru a putea defini puterile in regim periodic sinusoidal vom
considera din nou cazul dipolului electric liniar, pasiv si necuplat
inductiv cu exteriorul (Fig.2.6).

Puterea instantanee — p se defineste ca puterea primita in fiecare

moment la borne si este produsul dintre valorile instantane e ale

tensiunii si intensitatii curentului electric, avand urmatoarea expresie:
p(t) =u(®)i(t) =Ul[cos(py — ;) —cosot + @y +¢,)] (2.19)

Asa cum se observa din relatia (2.19) puterea instantanee contine
doi termeni: un termen constant ce caracterizeaza schimbul mediu de
putere al dipolului cu exteriorul si un termen alternativ ce pulseaza cu
dublul frecventei tensiunii aplicate.

Puterea activa — P este prin definitie media in raport cu timpul a

puterii instantanee:
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Tlojt pt)dt=Ul cos(p, —¢,)=Ulcose [W] (2.20)

t()

P=(p)=

Avand in vedere relatia (2.16), puterea activa este intotdeauna
pozitiva si este deci primita de dipolul liniar si pasiv.

Luand in considerare relatiile precizate in cazul dipolului liniar,
puterea activa consumata de acesta poate fi exprimata si in functie de

rezistenta, respectiv conductanta acestuia :
P=RI’=GU" (2.21)

Puterea activa este consumata de elementele active dintr-un
circuit (rezistentele) unitatea de masura a acesteia fiind watt-ul (W).

Puterea reactiva — Q primita de dipol se defineste prin analogie

cu puterea activa:
Q=Ulsing [VAR] (2.22)

Aceasta putere isi schimba semnul odata cu defajajul ¢ dintre
tensiune si curent, astfel incat poate fi atat pozitiva cat si negativa,
deci atat primita cat si cedata de dipol.

Ca siin cazul puterii active, puterea reactiva poate fi exprimata in

functie de reactante sau susceptante:
Q=XI*=BU" (2.23)

Puterea reactiva este “consumata” de elementele reactive din
circuit (bobinele, condensatoarele si cuplajele magnetice intre bobine),
unitatea de masura fiind volt-amperul reactiv (VAR).

Puterea aparentda — S este prin definitie produsul dintre valorile

efective ale tensiunii si intensitatii curentului:
S=Ul [VA] (2.24)

Ca si in cazurile precedente putem exprima puterea aparenta in

functie de imitantele dipolului liniar si pasiv:
S=7Z1*=YU’ (2.25)
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Puterea aparenta este un indicator asupra functionarii circuitului
fiind maximul puterii active la ¢=0, respectiv al puterii reactive la
¢o=n/2. Unitatea de masura pentru puterea aparenta este volt-amperul
(VA).

Avand in vedere modul de definitie al acestor puteri se poate vorbi,
ca si in cazul imitantelor, de un triunghi al celor trei puteri: activa,
reactiva si aparenta.

In Fig.2.9 este reprezentat triunghiul puterilor precum si relatiile

de calcul ale puterilor active si reactive, in functie de puterea aparenta.
5= P Q"
P=Scoso
Q=Ssing
Fig.2.9 Triunghiul puterilor

O marime foarte importanta din punct de vedere energetic este

factorul de putere k, definit ca raportul dintre puterea activa

consumata de dipol si puterea aparenta:
kngzcoscpe[() 1] (2.26)

O sinteza a puterilor definite mai sus este puterea complexa S

definita ca produs intre imaginea complexa a tensiunii aplicata
dipolului si imaginea complex conjugata a intensitatii curentului

absorbit:

S=Ul"=Se!® =S(cosq+ jsing) =P+ jQ (2.27)

Asa cum se poate observa modulul puterii complexe reprezinta
puterea aparenta, partea sa reala se identifica cu puterea activa iar

coeficientul partii imaginare cu puterea reactiva definite la dipol.
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Relatia (2.28) precizeaza aceste observatii.
S|=5 P =Re{s} Q=3mi{s} (2.28)

Din aceste motive in calculul de puteri se procedeaza direct la
calculul puterii complexe dupa care se identifica puterile active si
reactive separand componentele sale.

Elementele active de circuit- sursele de energie (sursele de tensiune
respectiv, sursele de curent) sunt furnizoarele de putere complexa in
circuit.

In cazul sursei de tensiune, puterea aparentd complexa este data
de produsul dintre imaginea in complex a tensiunii la bornele sale si
imaginea in complex conjugata a curentului debitat ce parcurge sursa.

Pentru sursa de curent, puterea aparenta complexa este data de
produsul dintre imaginea in complex a tensiunii la bornele sale si
imaginea in complex conjugata a curentului debitat de sursa.

Pentru ambele surse relatiile sunt luate cu semnul plus daca
sensurile alese de tensiune si curent respecta regula de tip generator,

altfel puterile complexe prezinta semnul minus in fata expresiilor sus

mentionate.
g Iy
o £ . @ N
W
w
U U
S=EI’ S=ul’ (2.29)

Trebuie mentionat ca sensul tensiunii la bornele sursei de curent
trebuie ales de la extremitatea indicata de sageata la baza.

Puterea complexa totala in cazul unui circuit este alcatuita din
suma tuturor puterilor complexe date de toate sursele de energie (
tensiune si curent) din circuit; partea sa reala trebuie sa fie egala cu
puterea activa, iar partea imaginara este egala cu puterea reactiva a

circuitului.
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(2.30)

Daca se calculeaza separat puterea activa respectiv, puterea
reactiva trebuie sa avem identitatile P = Re{S}, respectivQ = 3m{S}.
Acesta verificare constituie o verificare a bilantului de puteri in

circuitele de curent alternativ.

2.6. COMPORTAREA ELEMENTELOR PASIVE DE CIRCUIT IN
REGIM PERIODIC SINUSOIDAL

Rezistorul ideal — descrierea in regim periodic sinusoidal este data

in principal de ecuatia sa de functionare transpusa in complex.

A e o
o_|:|_£.“_o U=RL ;=2=R S=Ul =Rl
M l P=R|2 on

L me{;}:R Jm{;}:o ¢=0 cosp=1

Prin urmare, in cazul rezistorului ideal, curentul ce il parcurge
este in faza cu tensiunea, iar acesta consuma numai putere activa.

Bobina ideala — ecuatia de functionare a bobinei ideale ne conduce

la urmatoarea descrierea in complex.

c
D_lm U=joLl ZL=g=JCOL S=Ul =joll
— ! P=0 Q=olLl’>0
Re{Z}=0 TIm{Z}=X =0l .
EF; (p:E cosp=0

In cazul bobinei ideale tensiunea este defazati inainte fata de

curent cu n/2, iar aceasta consuma numai putere reactiva.
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Termenul X, =oL>0 se numeste reactanta inductiva a bobinei si

este o caracteristica a bobinei pentru o anumita frecventa.

Condensatorul ideal — ecuatia de functionare a condensatorului

ideal ne conduce la urmatoarea descriere in complex.

S=Ul =-—1°
¢ Lo U:—Ll _L:g__i oC
= e e e
U Re{Z}=0 Im{Z}=X,=—— ®
oC ¢=—— cose=0

In cazul condensatorului ideal tensiunea este defazata inainte fata

de curent cu - /2, iar aceasta consuma numai putere reactiva.
1 - e
Termenul X, = —C <0 se numeste reactanta capacitiva a
®

condensatorului si este o caracteristica a condensatorului pentru o
anumita frecventa. De cele mai multe ori se indica numai valoarea
absoluta a acestei reactante de semnul ei tinandu-se cont explicit
numai la scrierea ecuatiilor circuitului si la bilantul de puteri.

Bobine ideale cuplate magnetic — vom considera doua bobine ideale

de inductivitati proprii L, respectiv, L, si de inductivitate mutuala
L,=L, =M.
Ecuatiile caracteristice acestor bobine rezulta din scrierea

ecuatiilor de tensiuni:

____————gl———_____, U =joLl +joMI,
AR U, =joL,1, £joMlI,
Le L+
oL ;m{g] :(u_] ~joM
O_‘..LW_O I, 1,=0 1 1,=0 (2.31)
e _
U, X, =oM

Semnele +din scrierea ecuatiilor de tensiuni se decid in functie de
pozitia bornelor polarizate fatd de curentii ce parcurg bobinele: daca

ambii curenti intra sau ies este semnul plus, altfel semnul este minus.
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Termenul X, =oM reprezinta o caracterizare cantitativa a

cuplajului si reprezinta reactanta inductiva mutuala a celor doua
bobine cuplate magnetic.

Puterea complexa a cuplajului va fi:

S=U

=71

I +L_le; :j[(‘oLl I} + oL, 1] +2Mol, 1, COS(LLZ)]

P=0 Q=o0L 1% +oL 12 +2Mol I, cos(l, I ,) (2.32)

Asa cum se observa din relatia de mai sus, sistemul nu consuma
decat putere reactiva. Ultimul termen din expresia puterii reactive este

datorat cuplajului magnetic si este numit si putere reactiva de cuplaj.
Q, =2Mol,1, cos(l, 1) = £2MwRell, 1} Rell 11f=%ell,I]]  (2.33)

Puterea reactiva datorata cuplajului poate fi pozitiva sau negativa
dupa cum curentii ce parcurg bobinele cuplate intra sau ies din

bornele polarizate.

Separarea cuplajelor magnetice

Sunt cazuri in care problemele prezinta anumite simplificari daca
se procedeaza la desfacerea cuplajelor magnetice.

Separarea cuplajelor magnetice este posibila daca cele doua bobine
cuplate magnetic au un punct comun.

In acesta situatie, in functie de pozitia bornelor polarizate si de
curentii electrici prin bobine, cuplajul magnetic este eliminat
introducandu-se pe latura ce porneste din nodul comun o noua bobina
ce are inductivitatea in functie de inductivitatea de cuplaj.

Valorile inductivitatilor bobinelor cuplate si ale bobinei ce apare pe
latura de nod comun se pot usor determina scriind ecuatiile de
tensiuni pentru cele doua bobine.

Se obtin in felul acesta urmatoarele rezultate sintetizate in Fig.

2.10.
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I L L L-M L L Iy L+
M -M
L * . L-M L Ty .- Li+M
L L2 L B L 2
2 2
Fig.2.10 Desfacerea cuplajelor magnetice.

Prin urmare, daca curentii au acelasi sens fata de bornele
polarizate (intra sau ies), inductivitatile magnetice ale celor doua
bobine scad cu - M, iar pe latura de nod comun se adauga o bobina de
inductivitate M .

Daca curentii au sens contrar fata de bornele polarizate (unul intra
celalalt iese sau invers), inductivitatile magnetice ale celor doua bobine
cresc cu M, iar pe latura de nod comun se adauga o bobina de

inductivitate — M.

2.7. METODE DE REZOLVARE A CIRCUITELOR ELECTRICE
MONOFAZATE DE CURENT ALTERNATIV

O prima medoda de rezolvare a circuitelor electrice monofazate de

curent alternativ este metoda directd care consta in scrierea ecuatiilor

lui Kirchhoff in reprezentarile specifice regimului permanent
sinusoidal.

Pentru a prezenta modul de scriere al ecuatiilor date de teoremele
lui Kirchhoff vom considera un circuit liniar complet format din L
laturi si N noduri; corespunzator, numarul buclelor independente este
B=L-N+1.

In cazul cel mai general fiecare laturd de circuit se presupune

alcatuita dintr-un rezistor de rezistenta R,, un condensator de

capacitate C,, si o bobina de inductivitate proprie L,, eventual cuplata
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magnetic cu bobinele altor laturi, inductivitatile mutuale

corespunzatoare avand valorile L, .

Prima teorema a lui Kirchhoff in aceste conditii se poate enunta:

“Suma algebrica a imaginilor in complex ale intensitatilor curentilor

din laturile incidente la un nod este nuld”.

DL, =0 j=12,..,N-1 (2.34)

ke(j)

A doua teoremd a lui Kirchhoff devine:

“Suma algebrica a imaginilor in complex ale caderilor de tensiune pe
laturile unei bucle este egala cu suma algebrica (considerata in acelasi
sens de parcurgere) a tensiunilor electromotoare din laturile aceleiasi

borne”:

(2.35)

Z (Rk+ijk_ . Jl_k + Zj('ol—kklk = ZEk p=12,...,B
ke(p) oC, h(zK) Ke(p)

Asa cum se poate observa, ecuatiile (2.33), respectiv (2.35),
formeaza un sistem complet de ecuatii algebrice liniare neomogene, cu
coeficienti constanti, in care necunoscutele sunt imaginile complexe
ale intensitatilor curentilor.

Daca se noteaza cu Z, impedanta complexa a laturii complete k si

cu Z, impedanta complexa a cuplajului:

(2.36)

LZy=2Zgx +Z, +Z. =Ry +jol, - Ly =Jjoly

k

Folosind notatiile din relatia (2.35), ecuatiile lui Kirchhoff in

complex vor deveni:
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> 1,=0 j=12...N -1

ke(j)

Z (;klk + z;kklkj: ZEk p=12,...B; (2.37)
ke(p) h(zk)

he(p)

In ecuatiile (2.33), (2.34), cat si in setul de ecuatii (2.36), sumarile
algebrice sunt facute pentru toate laturile k incidente la un nod j,
respectiv apartinand unei bucle p.

Cu ajutorul celor doua teoreme se scriu (N-1), respectiv B ecuatii
liniar independente alcatuind un sistem de L ecuatii independente
liniare si neomogene.

Forma (2.36) evidentiaza caracterul algebric al acestor ecuatii in
raport cu necunoscuta |, .

Modul concret de a aplicare a metodei presupune parcurgerea

urmatoarelor etape:

1. Calculul impedantelor complexe ale laturilor circuitului ca si a
formei complexe a semnalelor de excitatie, date de obicei in

expresii sub forma instantanee.

2. Propunand anumite sensuri pentru curentii prin laturi (absolut
arbitrare), se scriu ecuatiile (2.37) ale circuitului direct in forma

complexa.

3. Se rezolva sistemul de ecuatii astfel obtinut, determinand
intensitatile necunoscute ale curentilor in imagine complexa

— jok
L, =1,¢e"".

4. Pe baza regulii de corespondenta biunivoca cunoscuta, se scriu

apoi expresiile instantanee ale acestor curenti:
i, (t) = 12 sin(ot + ¢, ) . De obicei in paralel cu rezolvarea analitica a

sistemului se realizeaza si diagrama sa fazoriala.
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5. Validarea solutiei obtinute se poate face verificand bilantul
puterilor prin calcularea puterii complexe si separat a puterii
active si reactive consumate de circuit — relatiile (2.30). O alta
metoda de verificare a expresiei curentilor obtinuti este prin
calcularea tensiunii intre doua puncte oarecare ale circuitului
pe cai diferite.

Pentru calculul tensiunii intre doua puncte A si B (care pot fi
noduri sau simple borne) ale circuitului, se alege mai intai o cale (C,;)
care sa uneasca aceste puncte, urmarind numai laturi ale circuitului.
Aplicand teorema potentialului electric corespunzatoare acestui regim

periodic rezulta:

L)_J (2.38)

L_JAB :kz

k
e(C

In (2.38) U, reprezinta tensiunea la bornele unei laturi k ce
apartine caii C,; alese.
Pe de alta parte, imaginea complexa a tensiunii la bornele laturii

respective este, folosind notatiile (2.39):

Uy =Z 1, + Z;kklk -E, (2.39)

Prin urmare se va obtine in final:

ke(Cpg) h(=k)

U = Z (;kl_k + z;kklk _EkJ (2.40)

Este foarte important de observat ca daca intre elementele

inductive ale circuitului nu exista cuplaje magnetice (Z,,, =0, pentru

orice k #h), sistemul de ecuatii (2.39) capata o forma mult mai simpla:

D=0 j=12..N-L

ke()

Zly=2 Ec p=12,...B; (2.41)

ke(p) he(p)

=
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Forma de ecuatii (2.41) este foarte asemanatoare cu ecuatiile
Kirchhoff ce descriu rezolvarea circuitelor de curent continuu tratate
in capitolul 1.
Analogia formala dintre ecuatiile de descriere ale circuitelor de
curent continuu si cele de curent alternativ poate fi descrisa de

urmatorul tabel:

[l oty [y [/ B
R |z =& | E
G = ¥ Jgo=J
I A

Fig.2.11. Analogia formala dintre marimile din circuitele de c.c si cele

de c.a.

Dualismul prezentat in Fig.2.11. arata ca in cazul circuitelor de
curent alternativ fara cupalaje magnetice se pot folosi, fara nici o
modificare, teoremele si metodele de calcul stabilite pentru circuitele
de curent continuu (vezi capitolul 1).

In mod evident, unele deosebiri care vor fi accentuate in cele ce
urmeaza, vor aparea la circuitele ce contin cuplaje magnetice, datorita
impedantei mutuale de cuplaj Z,=jolL,, fara corespondent in

circuitele de curent continuu.

Teoreme de echivalenta in circuitele de curent alternativ

Deseori, un circuit de o complexitate mai ridicata din punct de
vedere al numarului elementelor (active si pasive) pe care acesta le
contine, poate fi echivalat cu un circuit mai simplu daca se tine seama
de anumite teoreme de echivalenta (transfigurari) care pot fi aplicate
circuitului.

Teorema de echivalenta dintre sursele de energie — ca si in cazul

surselor de curent continuu si sursele de curent alternativ pot fi
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transformate fie in surse de tensiune (cele de curent), fie in surse de
curent (cele de tensiune).

Se ilustreaza acest lucru, cu mentiunea ca in curent alternativ

R->Z G-»Y E—-E J->J

(2.42)

J= Y =

IN|Im
IN| —

Conectarea elementelor de circuit — poate fi realizata serie sau

paralel in mod absolut analog ca si cel al elementelor de curent
continuu.

Conectarea serie precum si divizorul de tensiune (R, »>Z,) are
urmatoarele rezultate:

:sz
k
k X:ZXk

n
k=1 k=1

|
Il

r
|—
=~

E R

IN N

=

I
5 EMJ
Im

[
Il

(2.43)

N

Z

I
IN

Conectarea paralel precum si divizorul de curent (G, »Y,) are

urmatoarele rezultate:

c

| —
=
Il

G =

(=
Il
(=

=

J=

IN|Im

G,

< |<

<]
-

|—
=~

(2.44)

M- 1M
M- 1M

<
Il

B,

<
[
I
IN||rn
o
I

=~
Il

1

=
L

Transfigurarea stea-tringhi are aceleasi rezultate ca si in cazul

circuitelor de curent continuu (R—»2Z), astfel:

Transfigurarea triunghi-stea Transfigurarea stea-triunghi

2.7
L = 2122—31 ;12 2;1 +;2 + =
Ly +Zy+2y, ;I + ;2
2,7
£ = ZxZs Zz3 _;z +;3 + ==
Z,+72,.,+Z Z,+Z
Ly TLy3 T Ly 2 3
7. 7 7 7 (2.45)
_1= 3123 ;312;3+;1+ =3=1
L, +Zy+21y 13 + ;I
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Teoremele lui Thevenin si Norton - continuand analogia cu
circuitele de curent continuu cu modificarile urmatoare: in cazul

teoremei lui Thevenin E,»>E, E—-E R,»Z, R—>Z in cazul teoremei

lui Norton (J, >3, J—>J G,—>Y, Y-VY;

Torema lui Thevenin Teorema lui Norton
T Z,+Z Y +Y
daca E=0 daca J=0
- = (2.406)
I = EO U = l()
T Z,+Z - G, +G

Teorema transferului maxim de putere — impune ca pentru un
trasfer maxim de putere de la un dipol la o sarcina Z ca valoarea
impedantei interne a dipolului Z,sa fie egala cu conjugata impedantei
circuitului exterior.

Prin urmare, ca transferul de putere sa fie maxim, trebuie ca

(R,>Z, R—>Z). O astfel de sarcina se numeste sarcind adaptatd

dipolului.
=2’ R=R, X ==X, (2.47)

Ca si in curent continuu si de aceasta data randamentul trasmisiei
este destul de mic (de numai 50 % ), randament foarte scazut fata de
nivelul acestuia in cazul transmiterii energiei.

Pasivizarea elementelor active se face la fel ca si in curent

continuu cu aceleasi substitutii ca si la teoremele anterioare.
2.8. ASUPRA METODELOR SISTEMATICE DE REZOLVARE A

CIRCUITELOR DE CURENT ALTERNATIV CE CONTIN BOBINE
CUPLATE MAGNETIC
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Pentru a reduce volumul calculelor necesare rezolvarii unui circuit
in cazul unui circuit, in cazul circuitelor de c.a. sinusoidal se pot
aplica aceleasi doua metode sistematice folosite si in rezolvarea

circuitelor de c.c., metoda curentilor de contur (ciclici de bucla) si

metoda potentialelor nodurilor. (vezi capitolul 1).

In cazul in care intre laturile circuitului existd cuplaje magnetice,
forma de aplicare a celor doua metode sufera modificari importante.

1) Metoda curentilor de contur

Formal, existenta cuplajelor magnetice nu schimba ecuatiile

circuitului scrise in curentii de contur — adica in acei curenti fictivi de

intensitate 1 care se presupune ca circula independent pe fiecare din

buclele fundamentale ale circuitului.

Intrucat intensitatile curentilor electrici prin laturi se determina ca
sume algebrice ale curentilor de contur ce parcurg laturile respective,
prima teorema a lui Kirchhoff se reduce la o simpla identitate; noile
ecuatii in numar egal cu numarul de bucle B fundamentale
(independente) ale circuitului, reprezinta forma pe care o capata a
doua teorema a lui Kirchhoff in noile variabile :

c c 2.48
z;qplngq ( )

B
p=

Reamintim si precizam ca in aceste ecuatii :

Z ,— reprezinta impedanta proprie a buclei g, ea fiind egala cu

suma impedantelor proprii ale laturilor ce alcatuiesc aceasta bucla, la
care se adauga acum si contributiile de forma 2Z, =+2jolL,, datorate
cuplajelor magnetice dintre perechile de bobine apartinand aceluiasi
ochi, cu semn ce se alege in functie de pozitia curentului de contur de

intensitate |; fatd de bornele polarizate ale celor doua bobine;
Z, — reprezintd impedanta de cuplaj a buclelor p si g ea este egala

cu suma impedantelor proprii ale laturilor comune celor doua bucle
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(luate cu semnul + sau -, dupa cum curentii de contur I; si I} au sau

nu acelasi sens in aceste laturi), la care se adauga suma impedantelor
mutuale dintre perechile de bobinse apartinand cate una fiecarei bucle
(semnele acestora rezulta din modul in care se asociaza sensul fiecarui

curent de contur cu borna polarizatda a bobinei corespunzatoare

Fig.2.11).
L, L,
Lo =™
* * ; * * .
iq ii’}' iq ip
Z

4 = 3oL =—jwl
Fig.2.11.Contributia cuplajelor magnetice la impedantele dintre bucle.

Coeficientii E; numiti t.e.m. de contur, reprezintd suma algebrica

a t.e.m. din laturile buclei g, suma ce se efectueaza in raport cu sensul

curentului de intensitate I;.

1) Metoda potentialelor nodurilor

Aceasta metoda poate fi aplicata daca si numai daca cuplajele pot
fi separate (bobinele cuplate se afla pe laturi ce au noduri comune).

Metoda se va aplica apoi pentru circuitul obtinut prin desfacerea
cuplajelor urmarind algoritmul specific acestei metode.

Se determina astfel curentii prin fiecare latura a circuitului.

Tensiunile intre diversele puncte ale circuitelor precum si cele de

la bornele elementelor de circuit nu mai sunt cele reale.
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Pentru a determina tensiunile reale se revine la schema ce contine
cuplaje magnetice si se determina, folosind teorema a doua a lui

Kirchhoff, tensiunile cautate.

Despre determinarea generatoatelor echivalente intre diverse puncte

ale circuitului

Daca se doreste determinarea generatoarelor de tensiune sau
curent intre doua puncte ale unui circuit ce contine cuplaje magnetice
trebuie urmarite doua etape.

In primul rand se determina tensiunea intre punctele respective
(prin una din metodele cunoscute) eliminand din circuit elementele
cuprinse intre punctele intre care se doreste determinarea
generatorului echivalent.

Pentru a determina impedanta intre cele doua puncte se
pasivizeaza circuitul (cuplajele intre bobine nu se elimina) dupa care,
fie se aplica intre cele doua puncte o tensiune sinusoidala
determinandu-se apoi curentul ce o parcurge, fie se aplica intre cele
doua puncte o injectie de curent sinusoidala determinandu-se
tensiunea la bornele sale.

Impedanta intre cele doua puncte va fi raportul dintre tensiunea
aplicata si curentul ce o parcurge, sau raportul dintre tensiunea la

bornele sursei de curent si valoarea curentului dat de aceasta.
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3.

CIRCUITE ELECTRICE TRIFAZATE

3.1 SISTEME DE MARIMI TRIFAZATE - PROPRIETATI

Prin retea polifazata se intelege, in general, o retea de curent
alternativ in care actioneaza doua sau mai multe surse cu tensiuni
electromotoare de aceeasi frecventa, cu amplitudini egale, dar defazate
unele fatd de altele cu unghiuri determinate. Ansamblul acestor
tensiuni elector-motoare formeaza un sistem polifazat de t.e.m.. In
general, orice fel de marimi alternative pot forma sisteme polifazate.

Cel mai mult s-a raspandit in practica sistemul trifazat, care
prezinta numeroase avantaje in tehnica curentilor tari:

— 0 transmisie de energie mai economica;
— posibilitatea de a dispune la utilizare de doua tensiuni pentru

consumatorii monofazati;
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— posibilitatea de a produce campuri magnetice invartitoare, care
permit realizarea unor motoare simple si robuste (motoare asincrone);
— utilizarea mai buna a materialelor in constructia generatoarelor si
transformatoarelor.

Toate aceste avantaje au facut ca in tehnica actuala producerea,
transmisia si distributia energiei electromagnetice (electrice) sa se faca
aproape exclusiv sub forma de curent alternativ trifazat.

Prin definitie, un sistem ordonat de trei marimi sinusoidale avand
aceeasi pulsatie, dar amplitudini si faze initiale in general diferite,
alcatuiesc un sistem trifazat. Daca amplitudinile (respectiv, valorile
eficace) ale celor trei marimi sunt egale, iar fazele lor difera prin
valoarea relativa 2n/3, sistemul este numit trifazat simetric.

Daca marimile sistemului trifazat sunt defazate in sens
trigonometric invers (a doua in urma celei dintai si a treia in urma
celei de-a doua) sistemul trifazat este simetric direct sau de succesiune

directa (s.d.):
X, (t) =v2X sin(ot +a) < X, = X e = X exp(jo)

. 2n
Xz(t)=\/§X sin[(;JtJroc—2—3nj<:>L2 = xej[ 3J _ XeXp(j[Ot—z?nD

. 2n
o+

Xs(t)zx/EX sin(mt+a+23—nj<:>L2 =X el[ ?] - X exp(j(owrz?n))

Daca defazarea se face in sens trigonometric direct, sistemul de
marimi este numit sistem trifazat simetric invers sau de succesiune

inversa (s.i.):
X, (t) =+2X sin(ot + o) < X, = X e/ = X exp(jo)

=1

. 2n
Xz(t)=\/§X sin[(ot+a+2?nj<:> X, zxe’( 3) =X exp(j(oc+2?n))

(a2
X3(t)=\/5X sin(wt+a—2—;j<:>L2 =X ej[ 3) — X exp(j(oc—z?n)j
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Este util de retinut si cazul in care cele trei marimi ale sistemului,
avand valori efective egale, sunt in faza, caz in care sistemul se

numeste omopolar sau de succesiune omopolar (s.o.) :
X, (t) = X, (1) =X, (1) =2 X sin(ot + a) < X, = X, =X, = X e = X exp(jo)
Cum marimile trifazate sunt inlocuite cu tensiuni fata de o
referinta, x, =u,,X, =uU,,X; =U,, vom obtine pentru fiecare din cele trei

cazuri anterior amintite sistemele de tensiuni corespunzatoare.

(Fig.1.1)

Yo Y

Fig.3.1 Sistemele de tensiuni trifazate simetrice: omopolar, direct si

invers.

In Fig.3.1 am folosit reprezentarea fazoriala a marimilor
sinusoidale in care am ales ca faza initiala nula (a=0), pentru o mai
buna ilustrare a caracteristicilor acestor sisteme simetrice de tensiuni.

In cele ce urmeaza vom restrange prezentarea numai la sistemele
trifazate simetrice de succesiune directa, concluzii analoge celor
obtinute pentru aceste sisteme fiind usor de stabilit si in cazul
sistemelor inverse, si cu atat mai mult al celor omopolar. De aceea,
exceptand o precizare expresa, de acum inainte prin sistem trifazat
simetric se va intelege sistemul corespunzator de succesiune directa.
Acest lucru este cu atat mai firesc, cu cat caracterul succesiunii tine

de modul de ordonare al marimilor, astfel incat, daca aceasta nu a fost
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impusa in prealabil (de obicei din considerente de ordin functional), ea
se poate face intotdeauna asa incat sistemul de marimi sa fie simetric
direct.

De remarcat faptul ca scrierea acestor marimi sinusoidale este
mult simplificata daca se foloseste pentru operatorul de rotatie de

unghi 2n/3 notatia :
2w
i 21 1 .43 .
a=e ? =exp| ] — |=——+ ]—, atunci:
3 2 2

lz :lla

X, =Xexp(ja); X, :Llaz;

Acest operator de rotatie are cateva proprietati remarcabile:

az—a*—eij%n—ex —jﬂ ——l—jﬁ
P 3 2 2
a’=1 a’+a+1=0; a*'=a a*'=a’; a*=1 keN

Prin urmare, multiplicarea unui fazor cu a duce la rotirea
reprezentarii acestuia in planul complex cu 2xn/3 (in sens trigonometric)
fara a se modifica modulul. Analog, multiplicarea cu a? a unui fazor
determina o rotatie a reprezentarii acestuia cu -2n/3 (in sens orar).

Prin urmare, utilizand operatorul a, componentele unui sistem de
tensiuni simetric de succesiune directa, respectiv inversa, se pot scrie:
(vezi Fig.3.1)

U,=Uy U, =a’U,; U, =aU, U,=U, U,=ad, U, =a’U,

In Fig.3.2 am reprezentat variatia in domeniul timp a unui sistem

de tensiuni trifazice simetric de succesiune directa si cu faza initiala

nula, pentru o valoare efectiva a tensiunii de 220 V si o frecventa de

f= 50 Hz.
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Fig.3.2 Variatia in timp a tensiunilor unui sistem simetric de

succesiune directa.

Tensiunile U,,, U,, U, se mai numesc si tensiunile de faza la

generator deoarece furnizeaza tensiunile de faza cu care se alimenteaza

receptoarele trifazate. In mod uzual acestea au valorile U, =220V .

In rezolvarea circuitelor electrice trifazate intervin frecvent situatii
cand intereseaza diferenta, intr-o ordine data, a marimilor sistemului
trifazat simetric.

Daca diferenta se face intr-o ordine directa (naturald) se obtine in

imagini complexe:

X=X, - X, =3X, eXp[jg]; Xy =X, =X, =3X, eXp(J%j
Daca diferentele se fac in ordine inversa, rezulta urmatoarele:
X=X, -X,=-X, =X,(1-a)=X [E—Ji] B3 X, exp[ j
X, =X,-X, \/_X exp( 6) L23=L2—L3=\/§L3exp(—jgj

Pentru un sistem de tensiuni trifazic simetric de succesiune

directa si cu faza initiala nula, pentru o valoare efectiva a tensiunii de
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220 V si o frecventa de f= 50 Hz, variatiile in timp ale marimilor

diferenta sunt reprezentate in Fig.3.3.

4004

200

-2001

-400

Fig.3.3 Variatiile in timp ale marimilor diferenta.

Tensiunile U,, U,,, U, se mai numesc Si tensiunile de linie la
generator, deoarece furnizeaza tensiunile dintre liniile de alimentare cu
care se alimenteaza receptoarele trifazate. in mod uzual acestea au
valorile U, =+/3U, =380V .

Relatiile determinate mai sus, numite si teoremele diferentei arata
ca diferentele efectuate in aceeasi ordine intre marimile unui sistem
trifazat simetric alcatuiesc la randul lor un sistem asemanator,
marimile diferenta avand valori efective de +/3 ori mai mari decat cele
ale marimilor sistemului initial si fiind defazate cu =/6, in sens
trigonometric direct sau invers —dupa cum diferentele s-au facut in
ordine naturald sau invers. In Fig. 3.4. am reprezentat pentru acelasi

sistem trifazat de tensiuni sistemul marimilor diferenta.
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EEE

Fig.3.4 Sistemul marimilor diferenta.

In tehnica, liniile trifazate de distributie a energiei electrice au

tensiunea de fazd U, =220Vsi tensiunea de linie U, =+3U, =380Vla

frecventa de 50 Hz. In instalatii mai vechi sau din motive de securitate

(laboratoare) se mai utilizeaza si tensiunile U, =127Vsi U, =220V la

aceeasi frecventa de 50 Hz.
De mentionat ca in aceasta situatie notiunile de faza respectiv de
linie, se refera la sursa de tensiune trifazata (generatorul de tensiune

trifazata) si nu la receptorul trifazic.

3.2 RECEPTOARE TRIFAZATE - TIPURI DE CONEXIUNI

In principal, receptoarele trifazate pot fi conectate in stea (Y) sau in
triunghi (A). La randul sau, conexiunea stea comporta doua tipuri de
topologie — stea cu conductor neutru (YO), respectiv stea fara
conductor neutru.

Conexiunea stea se realizeaza legand cate una din extremitatile
fiecarei faze intr-un punct comun N , numit punct neutru, iar celelalte
extremitati la liniile de alimentare. In cazul cand se utilizeaza si o a

patra legatura punand in conexiune firul de la punctul N la O -
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punctul neutru al retelei (generatorului), se realizeaza receptorul stea
cu conductor neutru.

Conexiunea triunghi se realizeaza legand fazele in continuare
(sfarsitul uneia cu inceputul celeilalte), iar legatura la liniile de
alimentare se face de la punctele de jonctiune dintre faze.

Receptoarele, indiferent de tipul conexiunii se numesc echilibrate,
daca valoarea impedantelor fiecarei faze receptor este aceeasi, altfel

spunem ca receptorul este dezechilibrat.

Receptorul trifazat stea cu fir neutru

Consideram receptorul trifazat stea cu fir neutru reprezentat in

Fig.3.5; impedantele fazelor sale sunt Z,,Z,,Z,, in general diferite de

zero iar Z, este impedanta conductorului neutru.

1a —
w
7 s L
Uiy =12 i, o 1 Z 4
o — e
U w
Eauff 175, Unar
I; 304, Z3
370 I
U
Uz Ui
fo 0 4y Zo
= e B
U
U

Fig.3.5 Receptorul trifazat stea cu fir neutru si marimile caracteristice

functionarii sale.

Marimile cu ajutorul carora poate fi descrisa comportarea

receptorului sunt urmatoarele:

e Tensiunile intre bornele de alimentare ale fazelor, bornele notate 1,
2, 3 si borna 0 a conductorului neutru (punctul neutru al retelei):

U,.U,,U,,, numite tensiunile de faza la alimentare (la generator).
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e Tensiunile intre bornele de alimentare ale fazelor: U,,U,,U.,

numite tensiuni intre faze sau de linie.
e Tensiunile intre bornele de alimentare ale fazelor si punctul neutru

N al receptorului: U ,,U,,,U,,, numite tensiuni de faza la receptor.

e Tensiunea dintre punctul N al receptorului si neutrul O al retelei de

alimentare, notata cu U, si numita deplasarea neutrului.

e Curentii de intensitati 1,,1,, 1,, care circula prin fazele receptorului
numiti curenti de faza.

e Curentii prin conductoarele liniei trifazate de alimentare, numiti
curenti de linie, in mod evident in cazul receptoarelor trifazate cu
conexiune in stea, acesti curenti sunt aceeasi cu curentii de faza.

e Curentul de intensitate |, din conductorul neutru.

Rezolvarea receptorului trifazat inseamna in general determinarea
intensitatilor curentilor absorbiti de receptor, atunci cand sunt date

tensiunile de alimentare U, ,U,,,U,, si impedantele fazelor receptorului
Z,,Z,,Z, siaconductorului neutru Z,.

Intensitatile curentilor de faza si prin conductorul neutru, se pot
determina utilizand admitantele acestor faze si respectiv a
conductorului neutru:

L=YU,=YU,-Uy) L,=Y,U,=Y,U,-Uy)
L=YU =Y,U;-Uyg) =Y Uyo=1+1,+1;

Aplicand prima teorema a lui Kirchhoff in punctul N al
receptorului vom obtine caderea de tensiune pe firul neutru sau
deplasarea neutrului:

:X1Q10 +Y,U, +Y U5
Y +Y, +Y +Y,

= NO

Relatia de mai sus constitue relatia lui Millman, si cu ajutorul ei
se determina usor curentii pe fazele receptorului si prin conductorul

neutru.
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Putem observa ca tensiunea U,,, adica deplasarea (potentialului)

punctului N fata de punctul de referinta al alimentarii O, poate capata,
daca receptorul este puternic dezechilibrat, valori relativ importante,
fapt ce duce la o puternica inegalizare a tensiunilor pe faze. Acest
lucru are de cele mai multe ori efecte negative asupra functionarii
receptorului si de aceea este recomandabil sa se ia masuri pentru
reducerea, pe cat posibil, a marimii respective. Pentru aceasta, solutia
cea mai eficienta (si deci cea mai adoptatd) este aceea de folosire a
unor conductoare neutre cu o impedantd cat mai mica, Z, > 0. In
acest scop, conductorul neutru se leaga la pamant, acesta fiind un
conductor foarte bun, de impedanta practic neglijabila.

Prin urmare, firul neutru nu trebuie niciodata intrerupt, motiv
pentru care el nu este niciodata prevazut cu sigurante fuzibile, asa
cum sunt intotdeauna fazele liniei de alimentare.

Puterea primita de receptor va fi evaluata prin intermediul puterii

aparente complexe:
§b :le I +Q2N lz +Q3N |_3 +QNOLO :Qloll +onlz +Q3ols

Separand partile sale reala si imaginara, se obtin puterea activa si

reactiva primite de receptor din retea:
P, =U, I, cosop,, +U, I, cosp,, +U, 1, cose,,
Q,=U,l,sing, +U,l,sing,, +U,l;sin,,
In relatia de mai sus ¢,, (k=1,2,3) reprezintd defazajele dintre
tensiunile de faza de alimentare U, si intensitatile |, ale fazelor

corespunzatoare. Trebuie mentionat ca termenii sumelor nu au fiecare
o semnificatie, ci numai suma lor prezinta puterea activa, respectiv
reactiva primita pe receptor.

Pe de alta parte, folosind relatiile:
Un=21,, U,=2,1,, Uyy=2Z515, U, =21,

Expresia puterii aparente devine:
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2 2 2 2
Sc=Z\I7 + 2,1 + 2,15 + Z, ],
Partile sale reala si imaginara sunt:

3

P = i ez 12}=DR1% Q= m{;klf}=ixk|;

3
k=0 k=0 k=0

Relatiile de mai sus reprezinta puterea activa si respectiv reactiva,

consumate in elementele rezistive si reactive ale receptorului.

Egalitatea acestora cu cele determinate din puterea aparenta complexa

reprezinta o buna verificare a rezolvarii receptorului (metoda bilantului
de puteri).

In cazul circuitelor echilibrate, puterile primite pe fiecare faza in

parte sunt egale astfel incat puterile activa, reactiva si aparenta sunt:

P=3U,l, cosgp=~3U,l cosp; Q=3U,I,sing=43U,1sing; S=3U,I, =+/3U,]1,

Receptorul trifazat stea fara fir neutru

In cazul acestui tip de receptor (Fig.3.6) am putea folosi metoda de
rezolvare expusa in cazul receptorului trifazat stea fara fir neutru. Intr-
adevar, lipsa conductorului neutru este echivalenta cu prezenta unui

conductor de impedanta infinita, Z, >« (sideci Y, —>0).

I =
(AT =1

=

Fig.3.6 Marimile caracteristice functionarii receptorului trifazat stea
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fara fir neutru.

Daca se cunosc tensiunile de faza la alimentare U,,U,,U,,

(cu conditia ca neutrul O al alimentarii sa fie accesibil chiar daca nu
este legat conductiv cu neutrul N al sarcinii), se observa ca relatiile de
calcul ale curentilor prin fazele receptorului sunt cele date la
receptorul cu fir neutru, singura diferenta constand in faptul ca
deplasarea neutrului se calculeaza cu relatia:

— XIL_JIO +!ZQZO +!3L_J3O
- Y, +Y, +Y,

Daca receptorul este echilibrat si alimentat simetric, raman
evident valabile unele concluzii si relatii de calcul stabilite in cazul
receptorului trifazat cu conductor neutru, cand s-a mentionat
posibilitatea indepartarii firului neutru.

In cazul receptorului analizat cel mai adesea sunt cunoscute insa
tensiunile de linie (intre fazele de alimentare)U ,,U,,,U, , alcatuind un
sistem trifazat simetric.

Deoarece aceste tensiuni formeaza oricum o bucla inchisa, putem

spune:
Up,+U, +U; =0 iar L+, +1,=0
Folosind relatiile dintre tensiuni, admitante si curenti precum si

relatiile de mai sus pentru curentii de pe faze se obtin relatiile:

Y nglz _i3u31.
T Y HY, Y,

13Q23_11Q12. . = X1Q31_!2L_J23
Yo+Y, Y, T T T Y Y, Y

=2 -2

Pentru calculul de puteri, daca punctul neutru, O, al retelei este

accesibil sunt valabile expresiile stabilite in cazul receptorului cu
conductor neutru.
Expresia puterii aparente complexe consumata devine

2 2 2
§c :;1|1 +;2|2 +;3|3
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Daca se dau ca marimi de linie tensiunile de linie, atunci puterea

primita la bornele circuitului este:
§b :ulzl_l +Qz3lz +Q31|_3; §b = _L_J12|_2 +Q3113 = _u23 |_3 +L_J1zll = _lel +L_J23ll

Separand partile reale si partile imaginare ale puterii complexe S,
se obtin puterile activa si reactiva cautate.

De mentionat ca receptoarele trifazate stea fara conductor neutru
(de cele mai multe ori echilibrate) se intalnesc destul de des mai ales
sub forma unor diversi consumatori precum: masini unelte, motoare

asincrone de uz general, cuptoare electrice etc.

Receptorul trifazat cu conexiune triunghi

Marimile ce caracterizeaza functionarea acestui receptor (Fig.3.7)
sunt urmatoarele:

e Intensitatile 1,,,1,,,1,, ale curentilor din fazele receptorului,
Z,,2,,2, faze de impedante, in general diferite (receptor
dezechilibrat).

e Intensitatile curentilor din conductoarele liniei trifazate de
alimentare ai receptorului, numiti curenti de linie: 1,,1,,1,.

e Tensiunile pe faza receptorului, evident egale cu tensiunile de linie:

U,,U,.,U,, ceea ce justifica si notarea celorlalte marimi proprii

fazelor receptorului.

I
1o b
glﬂ
EEI
1,
2o =
EH
{3

3
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Fig.3.7 Receptorul trifazat in conexiune triunghi; marimile sale

caracteristice.

Rezolvarea receptorului presupune, in general, determinarea
curentilor de faza si de linie, cunoscute fiind tensiunile de linie

U,.,U,.,U, siimpedantele Z,,,Z,,,Z,, ale fazelor. Intensitatile curentilor

de faza sunt:

Curentii de linie se determina prin aplicarea primei teoreme a lui

Kirchhoff in nodurile triunghiului:

ll lez _lzla I_z les _llza 13 2131 7 Lo3e

Puterea primita de receptor se determina pornind de la aceeasi

expresie generala:

§b :Q12|_1 +Ll2312 +ll31|_3

Sb = _le |_2 +Q31l3 = _st |_3 +L_lell = _Qn ll +L_JZSll

Dupa cum se observa, relatiile de mai sus sunt identice cu cele
obtinute la receptorul stea fara conductor neutru, ceea ce in fond era
de asteptat, ambele tipuri de receptoare avand o caracteristica
comuna: faptul ca le sunt accesibile numai trei borne.

Pentru identificarea  puterilor consumate in elementele
receptorului se foloseste relatia:

_ 2 2 2
§c =Ll + Lyl + 2515

cu separarea corespunzatoare a puterilor active si reactive.
De mentionat ca in cazul receptoarelor echilibrate in conexiune
triunghi raméan valabile pentru exprimarea puterilor relatiile

determinate in cazul receptoarelor in stea.
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3.3 AMELIORAREA FACTORULUI DE PUTERE PENTRU
CIRCUITELE TRIFAZATE IN REGIM SIMETRIC

Consideram un receptor trifazat echilibrat (in conexiune triunghi
sau stea fara fir neutru care, in regim normal de functionare, care
primeste din retea o putere activa nominala P sub o tensiune nominala
(de faza sau de linie) si un factor de putere cos¢ impus de buna sa
functionare. De asemenea, receptorul trifazat mai poate fi caracterizat

si de un randament n de functionare definit in functie de puterea sa si

P P P

= = . De
\/§U|I, cosp 3U l;cosp Scosop

parametrii electrici de functionare n=

cele mai multe ori, acest model de consumator raspunde foarte bine
unei game foarte largi de aplicatii practice (instalatii electrice de
putere, motoare electrice, cuptoare electrice etc.).

Factorul de putere al circuitului (cos¢p) are o mare importanta
asupra intregului sistem de transmitere a energiei de la furnizor la
consumator. Un factor de putere scazut inseamna cresterea pierderilor
de putere si de tensiune pe linia electrica de alimentare, dar totodata
datorita cresterii intensitatii curentului electric va creste incalzirea
conductoarelor si deci apare necesitatea supradimensionarii
instalatiilor.

Problema prezinta o mare importanta economica, distribuitorii de
energie electricdA impun marilor consumatori un anumit factor de
putere mediu 1in utilizarea energiei, folosind sisteme tarifare
diferentiate dupa modul de realizare a acestui important indicator.

Pentru a reduce solicitarile liniei de alimentare a receptorului, la
bornele acestuia se leagd diverse baterii de condensatoare
(condensatoare de aceeasi capacitate) fie in conexiune triunghi fie in

conexiune stea (Fig.3.8).
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Fig.3.8 Ameliorarea factorului de putere cu ajutorul bateriilor de
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condensatoare.

Condensatoarele sunt debitoare de putere reactiva. Vom
considera in cele ce urmeaza bateria de condensatoare in conexiune
triunghi ce are ca element Cr. Puterea reactiva consumata de aceste
condensatoare va fi :Q.=-30C,U’. Receptorul consuma& o putere
reactiva inainte de montarea bateriei, Q=Ptge. Puterea solicitata

retelei dupa montarea condensatoarelor va fi:
Q =Q+Q, sau Ptgo =Ptge—-30C,U;

In relatia (1.36) Q =Ptge reprezintd puterea reactiva primita din
retea dupa conectarea bateriei de condensatoare — puterea activa P
raméane constanta, iar cos¢ este noul factor de putere echivalent a

carui realizare se urmareste. Prin urmare, valoarea capacitatii unui

condensator din bateria in triunghi va fi:

_P(tgo-tgo)
30U}

Se observa ca in cazul conexiunii stea a bateriei ar rezulta

condensatoare cu o capacitate de trei ori mai mare, deoarece locul lui
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. u, .G (YUY
Uy ar fi luat de tensiunea U, =—. Rezulta =L=|—| =

V3 Cs U

urmare, compensarea factorului de putere este o problema de ordin

1 . .
— si, prin
3 S, P

tehnico-economic, avand in vedere faptul ca, in joasa tensiune, costul
condensatoarelor este proportional cu capacitatea lor. Acesta este
motivul pentru care este preferata conexiunea in triunghi.

Diagrama fazoriala corespunzatoare a puterilor s-a reprezentat in
Fig.3.9. Intereseaza acum sa evaluam curentii de linie si pierderile pe

linie inainte si dupa montarea bateriei de condensatoare.

Fig.3.9 Diagrama de putere a circuitului inainte si dupa compensarea

factorului de putere.

Conform observatiei anterioare (asa cum poate fi observat din
Fig.3.9) componenta activa a curentilor de linie (de ex. puterea activa)
ramane neschimbata, astfel incat noul curent de linie este:

| I
V i ATEEREIPYY Termenul l,=1,cosp=
cos®  cosQ I n\/Eul

I, =1 este

componenta activa a curentului, adica intensitatea minima a
curentului sub care se poate asigura transmisia puterii P — cazul in
care s-ar realiza compensarea integrala a energiei reactive a

receptorului (cos¢ =1).
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Pierderile pe linia de alimentare Ap sunt direct proportionale cu

patratul intensitatii curentilor de linie astfel incat:
1Y )

Ap = Ap L —ap 2. 2Ry
I, cos @ Ap

Asa cum se poate constata, introducerea bateriilor de
condensatoare imbunatateste cu mult atat solicitarile retelei, cat si ale
consumatorului. Aceasta este in fapt si metoda industriala utilizata
pentru compensarea factorului de putere: conectarea unor baterii de
condensatoare de capacitati convenabile reglabile, la bornele unor

receptoare de mare putere, puternic inductive.

3.4 CALCULUL CIRCUITELOR TRIFAZATE ECHILIBRATE IN
REGIMURI SIMETRICE

Definitie. Se numeste element trifazat echilibrat un element trifazat
care are proprietatea ca aplicarea unui sistem trifazat simetric de
marimi (curenti, tensiuni) de orice succesiune, determinand un sistem
simetric de marimi asociate (tensiuni, curenti) de aceeasi succesiune.
Un circuit este echilibrat daca este format numai din elemente
echilibrate.

In regimuri simetrice ale circuitelor trifazate echilibrate, tensiunile
electromotoare, tensiunile si curentii formeaza sisteme trifazate
simetrice de aceeasi succesiune. Atunci, pentru a cunoaste regimul de
functionare a retelei, este suficient sa se determine marimile
corespunzatoare unei faze, iar marimile celorlalte doua faze se deduc
astfel:

— prin defazare cu 2n/3 si 4n/3 pentru regimul de succesiune
directa;

— prin defazare cu -2n/3 si —-4n/3 pentru regimul de succesiune
inversa;

— fara nici o defazare pentru regimul de succesiune omopolara.
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Fig. 3.10 Retea trifazata echilibrata.

Acest fapt permite o simplificare importanta a calculului
circuitelor trifazate echilibrate. Mersul calculului se va exemplifica
pentru circuitul din Fig.3.10.

Pentru orice regim simetric, calculul incepe prin inlocuirea
elementelor trifazate cuplate magnetic intre faze prin elemente
echivalente necuplate magnetic intre faze (Fig.3.11). Atunci fiecare
element trifazat echilibrat va fi caracterizat in regimul simetric printr-o
singura impedanta:

— impedanta directa - pentru regimul de succesiune directa;

— impedanta inversa - pentru regimul de succesiune inversa;

— impedanta omopolara - pentru regimul de succesiune

omopolara.
Mai departe, calculul se desfasoara in functie de natura
regimului simetric.
Pentru regimuri simetrice ciclice (de succesiune directa sau inversa) se
continua astfel:

In primul rand se retin in schema circuitului numai sursele care
vor determina regimul simetric ciclic, adica:

— sursele cu t.e.m. simetrice de succesiune directa pentru regimul
de succesiune directa;

— sursele cu t.e.m. simetrice de succesiune inversa pentru regimul

de succesiune inversa.
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Fig. 3.11 Retea trifazata echilibrata fara cuplaje magnetice intre faze,

formata cu impedantele de faza corespunzatoare regimului simetric.

Apoi se inlocuiesc toate elementele terminale cu conexiune in
triunghi prin elemente echivalente conectate in stea. Astfel, toate
elementele terminale (fara cuplaje magnetice intre faze) vor avea punct

neutru (Fig.3.12).

Fig. 3.12 Retea echilibrata cu toate elementele terminale transfigurate

in stea.

Se observa ca in regimurile ciclice suma curentilor de faza este
nula, insumare care se produce in punctul neutru al fiecarui element
terminal conectat in stea (sau echivalat cu conexiune in stea). Atunci

punctele neutre ale tuturor elementelor terminale pot fi reunite
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A M

Fig. 3.13. Retea trifazata echilibrata in regim ciclic. Punctele neutre

pot fi conectate intre ele printr-un fir de impedanta nula.

printr-un fir "fictiv", de impedanta foarte mica, tinzand, la limita, spre
O (Fig.3.13), chiar daca in circuitul fizic firul de conexiune (daca exista)
are o impedanta finita. Prin acest fir "fictiv" nu trece nici un curent,
deci toate punctele neutre se afla la acelasi potential.

In urma introducerii firului "fictiv', de impedanta nula, cele trei
circuite de faza devin independente si functionarea fiecaruia poate fi
studiata pe circuitul monofazat obtinut prin indepartarea celorlalte
doua circuite de faza (Fig.3.14).

1 2 3’ 4 5 £ 7
A — My

Ay M

Fig. 3.14. Retea monofazata obtinuta dupa indepartarea a doua faze.

In concluzie, in regimuri ciclice, reteaua trifazata echilibrata poate
fi rezolvata pe o schema monofazata (a unei faze, transfigurata in stea),
alimentata de sursele unei faze corespunzatoare regimului ciclic
studiat si formata cu elemente pasive avand impedantele

corespunzatoare regimului ciclic studiat.
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— Regimul omopolar se caracterizeaza prin marimi egale pe cele
trei faze. Pentru ca un sistem de trei curenti de faza egali (si in
faza !) sa poata exista, trebuie ca ei sa aiba o cale de inchidere.
Aceasta posibilitate este oferita numai de conexiunea in stea cu
neutru accesibil, suma curentilor de faza urmand a se inchide
prin firul neutru. Conexiunea in stea fara neutru accesibil si
conexiunea in triunghi nu ofera aceasta posibilitate.

Plecand de la observatia de mai sus, se procedeaza astfel.

Se construieste o noua retea, formatda numai cu elementele

terminale conectate in stea cu fir neutru si cu liniile de conexiune
aferente (Fig. 3.15). Aceasta retea are ca surse numai pe cele ce

determina regimul omopolar, deci t.e.m. egale pe cele trei faze.

Fig. 3.15. Retea trifazata echilibrata in regim omopolar.

Se observa ca pe firul neutru trece triplul curentilor de faza. Daca
pe acest fir se afla un element cu impedanta ZN, el va determina o
cadere de tensiune de 3 ori mai mare decat daca s-ar afla pe un circuit
de faza. Atunci circuitul cu trei faze poate fi rezolvat cu ajutorul
schemei unei singure faze si a firului neutru, in care elementele de pe

conductorul neutru apar cu triplul impedantei lor (Fig.3.16).
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Fig. 3.16. Reteaua monofazata pentru regimul omopolar.

Observatie: In cazul in care la aceeasi retea trifazatd sunt
conectate mai multe receptoare, cu conexiune de tip diferit, pentru

rezolvarea circuitului este preferabil sa se faca mai intai transfigurarea

receptoarelor stea in receptoare echivalente in conexiune triunghi.

Laturile de acelasi nume ale tuturor receptoarelor triunghi (reale sau
echivalente) fiind legate in paralel, se gaseste un singur receptor
echivalent cu conexiune in triunghi al carui calcul se face conform

relatiilor specifice acestui tip de conexiune.

3.5 METODA COMPONENTELOR SIMETRICE

In exploatarea retelelor electrice se cautad intotdeauna alimentarea
cu sisteme de tensiuni simetrice si echilibrate, iar repartizarea
consumatorilor pe faze se incearca sa se faca in mod egal, spre a evita
dezechilibrele majore. Totusi, de multe ori, in practica, apar regimuri
de functionare nesimetrice, temporare sau de mai lunga durata, la
care participa masini electrice (avand cuplaje magnetice intre faze si
circuite in miscare). De asemenea, cauzatoare de nesimetrie sunt
defectele pe liniile de alimentare - provocate in general de caderea unei
faze sau scurtcircuitarea a doua faze. Asemenea regimuri de
functionare se pot studia avantajos cu ajutorul metodei componentelor
simetrice.

Metoda se bazeaza pe teorema lui Fortescue, privitoare la

descompunerea unui sistem nesimetric de marimi trifazate in trei
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sisteme cu componente simetrice si apoi pe suprapunerea regimurilor
de functionare produse de fiecare sistem simetric in parte. In acest fel
studiul regimurilor nesimetrice ale portiunilor echilibrate de circuite
trifazate se reduce la studiul unor regimuri simetrice. Metoda
utilizeaza teorema superpozitiei si ca atare se poate aplica numai
circuitelor liniare (sau liniarizate). In continuare, se vor folosi indicii
numerici 1, 2, 3 pentru marimile corespunzatoare celor trei faze.

Teorema lui Fortescue — Un sistem trifazat nesimetric de marimi
poate fi considerat ca suma a trei sisteme de marimi trifazate
simetrice: unul de succesiune directa (d), unul de succesiune inversa
(i) si unul de succesiune homopolara (h).

In baza teoremei lui Fortescue, sistemul marimilor Vi, Vo, V3 se
descompune in sistemele simetrice: direct Va1, Vao, Vaz, invers Vi,
Via, Vi3, si homopolar Vi1, Vhe, Va3 si satisface relatiile:

Vi=Vhi + Va1 + Vi1, Vo= Vo + Vag + Vio; V3 = Vhg + Vas + Vis.

Descompunerea in sisteme simetrice este ilustrata in Fig.3.17.
Sistemul de marimi Vi, Vo, V3 din stanga figurii este descompus in cele

trei sisteme simetrice din partea a doua a figurii:

Fig. 3.17. Descompunerea unui sistem trifazat nesimetric in trei

sisteme simetrice.

Marimile fiecarui sistem simetric component se exprima in functie
de marimea corespunzatoare fazei 1 a sistemului si cu ajutorul
operatorului complex de rotire cu 2n/3:

Sistemele simetrice se exprima cu ajutorul urmatoarelor relatii (v.

si Fig.3.18)
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Vhi = Vo= Vs = Vh; Va1 = Vu, Vao=a?2 Vo, Vs=aVa;, Vii=VW, Vio=a
Vi, Vis = a? Vi.

Marimile fundamentale Vi, V4, Vi se numesc componentele
simetrice (homopolara, directa, inversa) ale sistemului trifazat de
marimi. Descompunerea sistemului trifazat de marimi in sistemele

componente simetrice se exprima:
Vi=Ww+Va+ Vi, Vo=W+a2Vat+talVi, Ww=Ww+alVa+adaV.

Sistemul de mai sus fiind liniar si complet, cu determinant nenul,
poate fi rezolvat in raport cu componentele simetrice. Descompunerea
in componente simetrice este unica si totdeauna posibila. Se obtin

relatiile:

V=WVi+Va+V3)/3, Va=(Vi+talVa+a?V)/3,Vi=(Vi+a2Va+a
Va)/3.

Fig. 3.18 Sistemele simetrice echivalente marimii monofazate.

Proprietati ale componentelor simetrice ale tensiunilor si

curentilor in circuitele trifazate

Intr-un circuit trifazat farda conductor neutru suma curentilor de
linie este totdeauna nula, deci componenta lor homopolara este nula la
orice nesimetrie.

Daca exista un conductor neutru, curentul acestuia este egal cu
suma curentilor de linie, deci cu triplul componentei homopolare a

curentilor de linie.
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Suma tensiunilor de linie ale unui sistem trifazat este nula. Deci
componenta homopolara a tensiunilor de linie este nula.
Componentele directe, respectiv inverse ale tensiunilor de linie
sunt proportionale cu componentele directe, respectiv inverse ale
tensiunilor de faza (ale unui element trifazat terminal). Intr-adevar,

rezulta succesiv:

Us=Uz2+als+a?ls)/3=Vi-Vata(le-Vs)+a?(Vz-11))/3=
=Va-a2 Va=\3 V4 ej%,
U=U2+a@Us+alsn)/3=Vi-Vo+ta (Vo-V3) +a(Vs-W))/3 =
=Va-aVa=\3Va ej%

Pentru valori efective se poate scrie: U, =+/3U; U, =/3U,

Aceste relatii exista si intre componentele simetrice ale curentilor

de linie si de faza la un receptor in triunghi: I, =+/31,; I, =~/31, Deci
tensiunile de faza ale diferitilor consumatori cu conexiunea in stea
conectati la o aceeasi linie trifazata pot diferi unele de altele numai
prin componente homopolare.

Tensiunile de faza ale unui receptor echilibrat cu conexiune in
stea si neutru izolat nu au componentd homopolara, intrucat
componenta homopolara a curentului este nula.

Daca tensiunile de linie sunt simetrice, de succesiune directa,
atunci tensiunile de linie nu au componenta inversa, deci nici
tensiunile de faza nu au aceastd componenta. In acest caz tensiunile
de faza ale unui receptor dezechilibrat vor avea numai componente

directe si homopolare.

Nesimetria sistemelor trifazate de marimi se apreciaza prin:

Gradul de disimetrie este definit ca raportul dintre valoarea

efectiva a componentei inverse si valoarea efectivda a componentei
directe g i = Vi / Va.
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Gradul de asimetrie este definit ca raportul dintre valoarea efectiva

a componentei homopolare si valoarea efectiva a componentei directe g
h=Va/ Va

In practica, un sistem de tensiuni sau de curenti este considerat
simetric daca are atat gradul de disimetrie, cat si gradul de asimetrie

mai mic ca 0,05.

Circuite trifazate echilibrate alimentate cu tensiuni nesimetrice

Se considera in Fig.3.19 un circuit trifazat, format din trei
impedante Z egale, conectate in stea. Sistemul de tensiuni este
nesimetric si se poate descompune sub forma din aceeasi figura. Se
efectueaza calculul prin suprapunerea efectelor, descompunand

sistemul de alimentare in componentele sale simetrice.

z =
10—_10 I:l_ i_Tl 1D—gd I:l_ i—Td
7 z I 20 Z g2
2ot e 2o .
z i — Z i =+
ir = i3 o = g4y
R H S S
Zy £ Zo 0
(PR LA e e B
z z
1D_g! I:l =) 1D_gh l:l_ i—T.ﬁ
z z
- a2l — a i, 5 4, — L
=+ E'UJ g EE—IJ + gh g ip,
30 I L 30 — —
Z, 4
“ 0 L 3f
ooty [ 0.ttt [ .

Fig. 3.19

Regimul de functionare care se stabileste in schema din Fig. 3.19
poate fi obtinut ca suma celor trei regimuri de functionare care se

obtin alimentand pe rand receptorul cu cele trei sisteme simetrice:
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direct, invers si homopolar. Aplicand a doua teorema a lui Kirchoff,
componentele fundamentale ale sistemelor simetrice de curenti se vor

calcula cu relatiile:

c

=2
Z

Iy =

S, LU
e

Schemelor trifazate simetrice de succesiune directa, inversa si
homopolara le corespund schemele echivalente monofilare din Fig.
3.20. Impedantele corespunzatoare celor trei sisteme simetrice se
numesc impedanta directa, inversa si homopolara.

Zy=2, Z,=2, Ly=L+3Z,.

Se remarca faptul ca impedanta firului neutru nu intervine decat in

ultima relatie.

Practic, pentru rezolvarea unui circuit echilibrat, alimentat cu
tensiuni nesimetrice, se face cum s-a aratat mai sus in urmatoarele
etape:

- se determina componentele simetrice ale tensiunilor de faza
aplicate receptorului

- se formeaza schemele de succesiune directa, inversa, homopolara
(Fig. 3.20)

- se determina componentele simetrice ale sistemului de curenti

- se calculeaza curentii nesimetrici ai celor trei faze.

z z =z
e ——te & S O e W
1 Z,
0ot 0e 0o  ——
Fig. 3.20

Circuite trifazate dezechilibrate alimentate cu tensiuni

nesimetrice
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Se  considera circuitul dezechilibrat din Fig. 3.21, avand
impedantele fazelor Z,, Z,, Z, neegale, iar impedanta nulului Z,.
Sistemul tensiunilor de alimentare este nesimetric, dar se poate
descompune in componente simetrice, ale caror valori sunt:

="+ W+ U)/3, Ua= (U +ralb+a? Us)/3, U=(U1+a?+a
Us)/3.
Se determina curentii celor trei faze, sub forma componentelor

simetrice, acestea din urma fiind necunoscute auxiliare:

L=h+h+k bL=h+t+ah+al, b=h+alit+ al.

gl ! i—Tl
por—
U, Zs 1
2o [
U3 23 £3
Bott— [
gﬂ irn
A B S
Fig. 3.21

Problema consta in a gasi expresia coordonatelor simetrice ale
curentilor in functie de componentele simetrice ale tensiunilor de
alimentare si de impedantele din schema.

Teorema intai a lui Kirchhoff aplicata in nodul O conduce la:
h=5L+DL+ 5=315
Aplicand a doua teorema a lui Kirchhoff, se stabilesc relatiile:
U=21 h+t Zo b=2Zi(lh + la + §) +3 20 bh;  Uo= 2o bt Zo bo=2Zo(lh + @? I +
al) +3 Zo I
Us= Zs s+ Zo Io=2Zs(lh + ala + a? k) +3 Zo In

Inlocuind curentii I, b, I, I in relatiile de mai sus se obtine:
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Un=1/3920+_Z1+ 2o+ Z3)_h +( 21+ a2 Zo+_a Z3) o+ ( Zi+ a Zp+_a2Zs) I
Us= 1/3(Z1+ aZo+_a2Zs) b +( 21+ 2o+ Zs) Ja+(Zi+ a2 Zo+_a Zs) |

U= 1/3(4+ a? 2o+ aZs) b +(Zi+ a2 2o+ a Zs) It (it 2o+ Z3) i

Daca se noteaza :

Zn=1/3(21+ Lot Zs); Za= 1/3(21t aetaPZs); Z= 1/3(21t a2 Zeta Zs),
sistemul de mai sus capata forma:
Un= (8%t Zn) I +Zi st Za L ; Us= Za_th +Zn latZi Ly U= Zidh +Za lat+Zn ki
Daca se rezolva sistemul se obtin valorile curentilor &k, L , I
rezultand apoi curentii din fazele receptorului.

Practic, rezolvarea retelelor dezechilibrate alimentate cu tensiuni
nesimetrice, prin metoda componentelor simetrice, se face in
urmatoarele etape:

- se gasesc componentele simetrice ale sistemului trifazat de

tensiuni de alimentare

- se gasesc componentele simetrice ale impedantelor

- sededucvalorile b, Ii , L

se calculeaza curentii in cele trei faze L1, b, k.

3.6 CALCULUL REGIMURILOR DE AVARIE NESIMETRICE ALE
UNOR RETELE TRIFAZATE ECHILIBRATE

In retelele trifazate echilibrate pot apare regimuri de avarie
nesimetrice de felul: scurtcircuit intre o faza si pamant (nul), intre
doua faze, cu sau fara punere la pamant, intreruperea unei faze sau a
doua faze (a unui conductor de linie sau a doua conductoare de linie).
Calculul acestor regimuri de functionare nesimetrice prezinta
importantad deosebitda pentru dimensionarea protectiei retelelor

electrice trifazate.
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Nesimetria corespunzatoare defectelor (avariilor) enumerate mai
sus este echivalentda cu prezenta unor receptoare dipolare
dezechilibrate simple. Pentru acestea se obtin relatii mai simple decat
cele stabilite in subcapitolul precedent. Cum va rezulta, relatiile care
rezulta in asemenea cazuri intre componentele simetrice ale
tensiunilor si curentilor la locul nesimetriei pot fi satisfacute printr-o
anumita interconexiune a retelelor de diferite succesiuni (directa,
inversa, homopolara). Cele trei retele vor fi desemnate cu simbolurile
R4, Ri, Rn.

Regimurile de avarie nesimetrice ale retelelor trifazate echilibrate,
enumerate anterior, pot fi studiate cu ajutorul a doua scheme tipice,
care se vor examina in cele ce urmeaza.

a) Receptor monofazat

Se considera un receptor monofazat de impedanta Z, conectat
intre bornele A;B; ale retelei (Fig. 3.22). La locul nesimetriei se pot

scrie urmatoarele relatii

E! L, Z BLJ
e
L1}

Ag - B
P
I,=0

A, B,

s L1} o

Fig. 3.22 Notatii pentru reteaua trifazata echilibrata cu receptor local

monofazat.

Din ultimele relatii intre curenti rezultd egalitatea celor trei

componente simetrice ale curentilor

Is = I = I = I/3, iar din prima ecuatie rezulta Us + U + Un = 3 Z L.
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Relatiilor de mai sus le corespunde conectarea in serie a celor trei
retele ale componentelor simetrice si inchiderea circuitului astfel

format pe un element cu impedanta 3 Z (Fig.3.23).

g, | [ & ] [ =
1, I In
Mgy, ¥Ba Ajy Ui, VB Any ., 4By
Uy Uy,
5z

Fig. 3.23 Conectarea in serie a retelelor componentelor simetrice.

Prin particularizare, cu aceasta schema de defect se poate studia
in primul rand scurtcircuitul monofazat la pamant (nul), cu sau fara
arc (impedantd). In acest caz tensiunile Ui, U, Us sunt tensiuni de
faza, Z este impedanta arcului de punere la pamant, iar bornele B, Bo,
B3 sunt reunite si formeaza borna neutra.

Curentul la locul defectului va fi:

& :3;%(2 2%2%3;
cu notatiile folosite in subcapitolul precedent.

In particular, pentru scurtcircuitul net la pamant (Z = 0) al unei
retele trifazate cu tensiuni de faza V simetrice inainte de defect, rezulta
curentul de scurtcircuit monofazat:

[P
Zy+Zi+Z,

Tot cu aceasta schema se poate studia regimul de functionare al
retelei cu doua conductoare de linie intrerupte. In acest caz se observa
ca aparitia unui curent (f1) la locul defectului (de fapt, in conductorul
de linie neavariat) este conditionata de existenta unor legaturi la
conductorul neutru (la pamant) a ambelor sectiuni de retea echilibrata
(conectate la bornele A, respectiv B), pentru ca impedanta retelei

componentei homopolare sa fie finita (Zn < ).
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b) Receptoare dipolare egale pe doua faze

Doua elemente de impedanta Z se conecteaza la bornele A;B» si

A3Bg3 (Fig. 3.24). La locul nesimetriei se pot scrie relatiile

L=0, Wh=ZL U~=_ZL.

| Retea trifazati echilibrati ( €) |

\j;, 1,=0 B'DJ
i m,,_\_\_\_\_'_'_'_'_,_,_}.-

0,

Z I;TI BZ
Ag Z L Bj

| p— |

2 T,

Fig. 3.24 Notatii pentru reteaua trifazata echilibrata cu receptoare

dipolare egale pe doua faze.

Exprimand aceste relatii cu ajutorul componentelor simetrice se

obtin expresiile:
lit+i+h=0, bhh+ta@UirtalbU=Z(h+a?l+alk), U+ala+a?l
=Z(h+tal+a k).
Eliminand succesiv din ultimele doua relatii cate o componenta
simetrica a tensiunilor, se obtin relatiile
bh-Zh=W-2ZL=U-Z1

Tinand seama de relatia intre curenti, acestor relatii le corespunde
schema de interconexiune a schemelor componentelor simetrice din
Fig.3.25: fiecare retea este inseriata cu un element de impedanta Z, iar

ansamblele rezultate sunt conectate in paralel.

® | [ & ] [

14 1 1
ﬁd,'u.'Bd Ali'.Ur,Bi A:,'u.'Bh
U4 U; U,

Z Z Z

&9
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Fig.3.25 Conectarea in paralele a retelelor componentelor simetrice.

Prin particularizare, cu aceasta schema se poate studia
scurtcircuitul bifazat, cu sau fara impedanta de arc, scurtcircuitul
bifazat cu punere la pamant (nul), cu sau fara impedanta de arc si
regimul de avarie rezultat la intreruperea unui conductor de linie.

De exemplu, in cazul scurtcircuitului bifazat fara punere la
pamant se considera ca bornele Bi, Ba, B3 corespund unui receptor
echilibrat de impedanta nula, nelegat la neutru, avand deci impedanta
homopolara infinita, iar impedantele directe si inverse nule. Arcul are
impedanta 2 Z. In acest caz componentele simetrice ale curentilor se
calculeaza considerand intrerupta reteaua componentei homopolare (I
= 0). Daca reteaua avea inainte de scurtcircuit tensiunile de faza V
simetrice, rezulta:

_ v
T Z+2,+22°

Ly =

Curentul de scurtcircuit bifazat cu impedanta de arc Z, este:

NEY,

| =
Zd +;i +;a

—2sc2

132 =

La Z. = 0 se obtine curentul de scurtcircuit bifazat net.

In cazul scurtcircuitului bifazat cu punere la pamant printr-o
impedanta Zy, se considera reunite bornele B;, B., Bs (receptor
echilibrat de impedanta nuld) si conectate la neutru prin impedanta
Zn; deci receptorul din B are impedantele directe si inverse nule, iar
impedanta homopolara egala cu 3 Zn. Schema pentru calculul
componentelor simetrice ale curentilor va fi cea din Fig. 3. 26, in care
R'q, R'i, R'n sunt numai portiunile din retelele componentelor simetrice
corespunzatoare partii din stanga (bornele A) a retelei trifazate.

Reteaua homopolara apare inseriata cu un element de impedanta 3 Z.

90



Conf. dr. ing. Emil CAZACU Bazele electrotehnicii I si II- Note de curs

L= | [ & | [ & ]

14 I; I,

Mgy, ¥Ba Ak L vB Apd ., ¥By
Uy ; Oy

Z Z £ 3y

Fig. 3. 26 Schema corespunzatoare scurtcircuitului bifazat cu punere

la pamant.

Pentru o retea cu tensiunile de faza V simetrice inainte de avarie

se obtine:
. v
e, L, ZixZ2)Z, +2+32)
T Z,+Z,+22+3Z,
si apoi

2,+2+3Zy z,+2

I, =- L 1, g .
T Zi+Z, 4224327 TN 2,42, 422432
Pentru scurtcircuitul net (Z= Zx = 0) se obtin expresiile:

vV z,

= — = —1 I

= = R , 1, = .
z,+2,2,/(2,+z,) — z,+z," " z,+z,”"

I

Din aceste componente se pot calcula curentii de linie.

Este interesant de observat ca daca impedantele inverse si
homopolare au acelasi argument (de exemplu, sunt pur reactive),
atunci intensitatile curentilor de scurtcircuit rezulta egale pe cele doua
faze.

Pentru a studia regimul de avarie corespunzator intreruperii unui
conductor de linie, se foloseste schema din Fig. 3.24, in care Z este
impedanta unui conductor de linie (poate fi si nula). In acest caz la
bornele Bi, Bz, Bz se considera conectatd reteaua receptoare
echilibrata. Daca aceasta nu are conductor neutru sau receptoare

conectate in stea cu legatura la neutru, va rezulta Z, — « si schema se
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simplifica, fiind aceeasi ca la scurtcircuitul bifazat prin impedanta, iar
curentii sunt dati de relatiile determinate in cazul anterior.

Observatie. Este interesant de comparat intensitatile curentilor de

scurtcircuit net monofazat, bifazat si trifazat:

-monofazat |_, = L , -bifazat:l_, = ﬂ, -trifazat:l_, = L
scl sc2 sc3
Z,+Z,+2, Z,+Z, 24|

Intrucat, de regula in regim permanent la generatoarele sincrone
exista relatiile, |Zd| >> |Zl‘ > |Zh‘, cel mai mare rezulta curentul de
scurtcircuit monofazat, iar apoi urmeaza cel de scurtcircuit bifazat, iar
cel mai mic este curentul de scurtcircuit trifazat. Daca se neglijeaza
valorile impedantelor inversa si homopolara in raport cu cea directa,
atunci la generatoarele sincrone in regim permanent cei trei curenti de

scurtcircuit au valori in proportia:
Ler i L2 : ez =3 \/5 o 1.

In regim tranzitoriu si/sau in retele electrice aceste proportii se

modifica.

3.7 CALCULUL PUTERII IN CIRCUITE TRIFAZATE CU AJUTORUL
COMPONENTELOR SIMETRICE

Puterea aparenta complexa intr-un sistem trifazat nesimetric este

data de relatia:
S=P+jQ=U 5L*+ 1 L*+ Us b7,

Introducand componentele simetrice ale tensiunilor de faza:
U=U+tUs+ U, Uo=Uh+a@Us+rali, U=U+al+ a U.
Si componentele simetrice ale curentilor conjugati [(az)* =a;a = az]
I =h* +L* + 15 b* = k¥ tal + @5 B =R +@Lf +al
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Si tinand cont de relatiile: a’=1; a*=a; l+a+a’=0 relatia de
calcul a puterii aparente devine:
S=3Un v+ 3 Ud ls* + 3 U I,
Puterile active si reactive vor fi deci:
P=3 Un I coson + 3 Ug L1 coseq + 3 U; L cosg,
Q=3 Un I sinon + 3 Uy I singq + 3 U [ sing;.

Relatiile anterioare arata ca puterea activa, respectiv reactiva, a
unui circuit trifazat e egala cu suma puterilor corespunzatoare

sistemelor simetrice de aceleasi nume ale curentilor si tensiunilor.
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4.

CIRCUITE ELECTRICE LINIARE IN REGIM
PERIODIC NESINUSOIDAL

4.1 GENERALITATI

In acest capitol se urmareste analizarea circuitelor electrice liniare
in care semnalele de excitatie aplicate au o variatie in timp periodica
oarecare.

Utilitatea unei astfel de analize consta in faptul ca in marea
majoritate a cazurilor practice circuitele electrice functioneaza tocmai
intr-un asemenea regim, fie datorita unor semnale de excitatie a caror
forma de variatie in timp se indeparteaza (mai mult sau mai putin) de
la o sinusoida, fie datorita caracterului neliniar al elementelor de
circuit componente (bobina cu miez de fier saturat, redresoare etc.).

Ca urmare, curentii si tensiunile din circuit au la randul lor o
variatie in timp nesinusoidala, lucru care duce de obicei la inrautatirea
functionarii echipamentelor si instalatiilor (pierderi suplimentare de
energie, supratensiuni sau supracurenti). Trebuie mentionat ca sunt si
situatii in care un asemenea regim este produs in mod voit — este cazul

unor instalatii de telecomunicatii si automatizari.
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Trebuie precizat faptul ca, daca semnalele de excitatie aplicate nu
au componenta continua, regimul permanent de functionare al

circuitului se numeste curent alternativ nesiunusoidal.

4.2 FUNCTII PERIODICE

Calculul circuitelor electrice liniare sau aproximate prin elemente
liniare se face de obicei pe baza descompunerii in serii Fourier a
tensiunii electromotoare surselor de tensiune, a intensitatii curentilor
surselor de curent, a tensiunii aplicate periodice si a aplicarii
superpozitiei.

Orice functie periodica f(t)=f(t+kT) care satisface conditiile
Dirichlet (este marginita si are un numar finit de discontinuitati si
extreme pe durata T a unei perioade) poate fi descompusa intr-o serie
Fourier, adica intr-o suma infinita de sinusoide avand frecventele
multiplii intregi ai frecventei de baza f =1/T a functiei.

Descompunerea respectiva contine si un termen constant care
reprezinta componenta continua a functiei.

Seria Fourier echivalenta a functiei periodice f(t) se scrie:
f(t)=A, + D (B, sinkot + C,, coskant) (4.1)
k=1 )

In relatia de mai sus coeficientii dezvoltdrii se calculeaza cu
relatiile:

to+T 2 to+T 2 to+T

jf(t)dt B, = jf(t)sinkmtdt Cyy = jf(t)coskmtdt 4.2)

A(): m?t m?t

N
T 0 0

Aceeasi dezvoltare poate fi rearanjata sub forma:

f)=A, +i:Akm cos(kot + @, ) (4.3)

k=1

In care:
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Akm =4 Bk2m + Ck2m tg(pk = Bkm

C

(4.4)

km

De mentionat ca, majoritatea functiilor intalnite in tehnica

dezvoltarii in serie Fourier, se pot aproxima prin primii 3, 5 cel mult 10

termeni.
150§ 200
100 100
50
05 0
507
1004 -100
-15|:|_E""I""I""I""I""I""
0 0.005 0.01 u.q15 002 0.025 0.03 -200

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0025 0.03

Fig.4.1 Descompunerea unei functii periodice in serie Fourier cu trei

termeni.

Pentru functiile periodice care se bucura de anumite proprietati
particulare de simetrie, seria Fourier corespunzatoare are unii
coeficienti nuli.

Astfel:

1) Functia alternativa , adica functia care are valoare medie nula:

(f(x))=0, nu are componenta continua: A, =0;

2) Functia impara, f(-t)=-f(t), nu are decat termeni in sinus in

dezvoltarea de baza (3.1) : A, =0, C,, =0;

3) Functia para, f(-t)=f(t), nu are termeni in sinus in dezvoltarea

de baza data de relatia (3.1) : B,, =0;

4) Functia _alternativ-simetricd, f(t)=—f[t+%} nu are decat

armonici impare: A, =0; B, , =C, =0
4.3 MARIMI CARACTERISTICE
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Consideram o marime periodica x(t) dezvoltata in serie Fourier de

forma:
X(t)= X, + > V2 sin(kot + g, ) (4.5)
k=1

1) valoarea medie se defineste:

<x>=Tl }x(t)dt:)(0 (4.6)

to+T

2) valoarea efectiva:

x:\/x§+ix5=\/ixf (4.7)

k=1 k=0

3) componenta alternativa a marimii este definitad ca valoarea

efectiva a tuturor armonicilor dezvoltarii:

X, =X =X2 = D oX{ (4.8)

k=1

4) reziduul deformant este definit ca valoare efectiva a tuturor

armonicilor superioare ale dezvoltarii:

Xg=yX?=XZ-X2= > X; (4.9)
k=2

5) coeficientul de distorsiune, definit ca raportul dintre reziduul

deformant X, si valoarea efectiva a componentei alternative a

marimii X,:

(4.10)

0) factorul de varf, definit ca raportul dintre valoarea de varf a
marimii (valoarea maxima atinsa in decursul unei perioade) X

si valoarea sa efectiva:
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(4.11)

7) factorul de forma, definit ca raportul dintre valoarea efectiva a

marimii si valoarea sa medie redresata:

K = (4.12)

to+T

[Ix)]dt

1
T t()
Ultimii doi factori sunt proprii functiilor periodice alternative si

simetrice.

Toate marimile mai sus definite realizeaza o apreciere cantitativa
asupra “calitatii’ semnalelor electrice.
Astfel, spre exemplu, in electro-energetica, o marime sinusoidala

este considerata alternativa daca coeficientul de distorsiune k, <5%.

4.4 PUTERI IN REGIM NESINUSOIDAL

Puterile prezentate in acest regim dezvolta puterile introduse la
circuitele dipolare functionand in regim periodic nesinusoidal.
Pentru aceasta vom considera un dipol receptor liniar, necuplat

magnetic cu exteriorul ale carui marimi de intrare sunt:

i)
Dipol ut)=U, +;Uk\/5$in(kcot+(puk)
it kmar 00-
pasiv =1, +Zlk\/5sin(kmt+(plk)
k=1

Fig.4.2 Dipol electric liniar in regim periodic nesinusoidal.

Se va nota cu ¢,=¢, -9, , defazajul armonicii de ordin k a

curentului fata de armonica corespunzatoare tensiunii.

Se definesc urmatoarele puteri:
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1) Puterea instantanee - indiferent de variatia in timp a tensiunii

si a curentului, exprimata prin relatia :
p(t) =u®)i(t) (4.13)
2) Puterea activa - ca si in cazul regimului de curent alternativ se

defineste cu relatia:

P

N S
<u|>=?£U|dt=UOIO+kZ=;UKIkCOS(pk [W] (4.14)

Prin urmare, in regim periodic nesinusoidal puterea activa este
egala cu suma puterilor active corespunzatoare tuturor armonicilor,
inclusiv a celei de ordin zero (puterea de curent continuu).

3) Puterea reactiva - in regim periodic nesinusoidal se defineste,

prin analogie, ca suma puterilor reactive corespunzatoare

tuturor armonicilor:

Q=) U.l,singp, [VAR] (4.15)

o0
k=

4) Puterea aparenta — in regim periodic nesinusoidal se defineste
ca produsul dintre valorile efective ale curentului absorbit si ale

tensiunii aplicate dipolului:

S =ul =\/(§U;I§;|§] [VA]

(4.16)

Din relatiile (4.14)-(4.16) se poate observa ca, spre deosebire de
regimul periodic sinusoidal in care era valabila egalitatea: S=,P*+Q’,

de aceasta data cele trei puteri anterior definite satisfac inegalitatea:

S> \/FQZ .
Acest fapt sugereaza introducerea unei noi puteri specifice
regimului periodic nesinusoidal — puterea deformanta.
5) Puterea deformanta - se defineste ca un complement al
puterilor activa si reactiva in raport cu puterea aparenta:
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D=,S*-P*-Q° [VAD] (4.17)

Unitatea de masura pentru puterea deformanta este vad (volt-
amper deformant).

Se defineste si in acest regim factorul de putere definit ca si in
cazul regimului periodic sinusoidal ca raportul dintre puterea activa si

puterea aparenta, fiind intotdeauna subunitar.

kp:g<1 (4.18)

Cu toate ca in acest regim nu se poate defini o putere complexa
care sa contina puterea activa si reactiva, se poate face un bilant al
puterilor calculand pentru fiecare sursa de energie puterea activa si
reactiva debitata (pe fiecare armonica), ea avand aceeasi valoare cu
puterea (activa si reactiva) consumata (absorbita) de fiecare element pe
fiecare armonica.

La armonica de ordin zero puterile sunt ca si in curent continuu,
iar pentru armonicele de ordin superior se calculeaza ca si in regimul

periodic sinusoidal pentru fiecare armonica in parte.

4.5 ELEMENTE IDEALE DE CIRCUIT IN REGIM PERIODIC
NESINUSOIDAL

Vom analiza pe rand comportarea elementelor ideale de circuit,
presupunand aplicata la bornele lor o tensiune alternativa

nesinusoidala de forma:
u(t) = > U, V2 sin(kot + o, ) (4.19)
k=1 :

si propunandu-se determinarea curbei de variatie in timp a curentului

sub forma descompunerii sale in serie Fourier:

i(t):ilk\/zsin(k(ﬂt"‘ak —9y) (4.20)
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in care valorile efective |, si defazajele ¢, trebuie determinate pentru

fiecare armonica in parte.
1) Rezistorul ideal.

Ecuatia generala a rezistorului este : u=Ri

B .
ER(f':' Iklek

R IR AT
IZ I = U =
M (Pk:() ; k R ; k

tg (£

Prin urmare k,;=k,,, ceea ce arata ca intensitatea curentului si

tensiunea aplicata au aceeasi forma de variatie in timp.

Puterile consumate de rezistor vor fi:

P=> U, cosp, =RD I =RI’ Q=0; S=UI=RI’>; D=0 (4.21)
k=1

k=1

Rezultatele mai sus precizate raman valabile si pentru cazul in
care tensiunea aplicata la intrare are componenta continua.
2) Bobina ideala.
Ecuatia de functionare a acesteia:
.1 = U T
i=—[udt=> —* 2 sin| kot + a, ——
o 2 kol ( " 2]

L .
Sy A Ik:ﬁuk 1
()

_002__00__002__
— T - | = ZIk_mL > S <o ZUk_mL

(£} P ==

Prin urmare kg ; <k,,, ceea ce arata ca armonicile de ordin superior

ale curentului sunt mai putin pronuntate decat cele ale tensiunii si ca
urmare insasi forma de variatie in timp a curentului este mai putin
distorsionata decat cea a tensiunii aplicate.

Puterile vor fi:
P=0; inuklksziklf; S=Ul =L ilfi(klk)z (4.22)
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D=8’ -P*- —mL\/ii(]—k)zlflf;ﬁO

=1 k=1

3) Condensatorul ideal.

Ecuatia de functionare: i=C (cll_ltj =C> koU, V2 sin(kwt +o, + gj
k=1

C zc(f} Ik:kaUk 0 0 ) 0
o [—— =31 =0C [ (kU,) >0C > U? =eCU
w (pk:—E k=1 k=1 k=1

B (L)
Prin urmare k,; >k,, ceea ce arata ca armonicile de ordin superior

ale curentului sunt mai mari decat cele ale tensiunii, astfel incat
condensatorul distorsioneaza mai puternic curba de variatie a
curentului in comparatie cu cea a tensiunii.

Puterile vor fi:

(4.23)
D=yS*-P’-Q —OJC\/ZZ Usui =0
j=1 k=1
4) Sursa de tensiune.
2(t)
S iEﬁ) ett)=E +ZE 251n(k0)'[+(pE )
CWD
() it=1, +Z| 2s1n(kcot+(p, )
Puterile debitate de sursa de curent vor fi:
P =E,l, + Y El, coso, Q =Elssing, S,=El D,=yS—P/-Q]
k=1 k=1
(4.24)

P =g, — 0y, E:\/ZEE IZ\/ZIkZ
k=0

5) Sursa de curent.
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J(f:l Il:f:l J(t):JO-}—g\]k\/ESln(k(Dt‘i‘(ka)
S %u@ Ut =U, + 3 U, 2 sin(kot + g, )

k=1

Puterile debitate de sursa de curent vor fi:

J

= = (4.24)
O =Py, — Py, U= zUk J= Z‘]k
k=0 k=0

4.6 REZOLVAREA CIRCUITELOR ELECTRICE MONOFAZATE IN
REGIM PERIODIC NESINUSOIDAL

P=U,J, +YUJ cosp, Q=NUJ sing, S;=UJ D =S} -P’ -Q;
k=1 k=1

Metoda cea mai frecvent folosita pentru rezolvarea circuitelor
electrice liniare iIn regim periodic nesinusoidal este metoda
descompunerii spectrale. Ea se bazeaza pe valabilitatea teoremei de
superpozitie, evidenta la circuitele liniare in studiu.

Aplicarea metodei presupune parcurgerea urmatoarelor etape
obligatorii:

1) Descompunerea in serie Fourier a marimilor periodice ce

caracterizeaza sursele de excitatie ale circuitului.

2) Rezolvarea regimului permanent corespunzator fiecarei
armonici obtinute prin descompunere.

3) Pentru calculul componentei continue si, respectiv, a
armonicelor marimilor de raspuns, se folosesc metodele de
rezolvare proprii circuitelor de curent continuu (v. cap.l) si,
respectiv, a celor de curent alternativ sinusoidal (v. cap. 2).

4) Exprimarea marimilor cautate sub forma unor dezvoltari in
serie Fourier, ce se obtin prin sumarea componentelor lor (in

expresie instantanee) - rezultatele din rezolvarile precedente.
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De mentionat ca, in curent continuu, elementele de circuit au

urmatorul comportament:

A

o I —
L

R g T = 00— &
Z

D—II—O o—0 o—0

Fig.4.3 Elementele de circuit in curent continuu
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5,

Circuite electrice liniare Tn regim tranzitoriu

Comportarea oricarui circuit electric, adica modul de variatie in
timp a intensitatii curentilor si a tensiunilor la bornele diferitelor
elemente componente sau laturi ale circuitelor, este complet descrisa
cu ajutorul unui sistem de ecuatii ce se obtine prin aplicarea celor
doua teoreme ale lui Kirchhoff.

Intr-un circuit cu n noduri si [ laturi cu ajutorul celor doua
teoreme ale lui Kirchhoff se pot scrie (n -1) respectiv, b= [-n+1
ecuatii liniar independente, adica in total n—-1+ b =1 ecuatii, in
numar egal cu numarul de laturi al circuitului. In acest fel,
comportarea in timp a circuitului poate fi perfect determinata prin

integrarea sistemului de ecuatii stabilite:

D=0 j=12,...,n-1

ke())
: di di, 1 ¢.
> (Rklk +Ly d_tk+ > Lkhd_:+C_Jlkdt]= D e () p=12,....b (5.1)
k

ke(p) h(=k) ke(p)

In aceastd forma de scriere a sistemului, necunoscutele sunt
intensitatile curentilor din cele [ laturi ale circuitului, iar variabila
independenta este timpul. Circuitul fiind liniar, parametrii elementelor
componente au valori constante, astfel incat sistemul descris de
ecuatiile (5.1) este un sistem de ecuatii integro-diferentiale liniar si
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neomogen cu coeficienti constanti. Observand ca numai bobinele si
condensatoarele introduc cate un element diferential in ecuatiile
circuitului, conform relatiilor acestora de functionare, ordinul N al
sistemului de ecuatii este egal cu suma dintre numarul N; de bobine si
respectiv Nc de condensatoare continute de circuit, adica cu numarul
total al elementelor reactive.

Regimul tranzitoriu poate fi definit ca fiind regimul variabil al

circuitelor electrice de trecere de la o stare initiala (un regim
permanent) la un alt regim permanent. Acest regim poate fi determinat
de situatii de manevra sau de accident ce intervin in functionarea
circuitelor electrice.

Regimul tranzitoriu mai poate fi definit ca fiind acel regim de
functionare a circuitelor electrice in care solutia libera (naturala — fara
excitatii) are valori importante, comparabile cu cele ale solutiei fortate
(cu excitatii). Pe durata sa se simte influenta conditiilor initiale de
functionare.

In practica, regimul tranzitoriu are o importanta destul de mare. In
retelele electrice de transport si distributie, toate comutatiile
(deschideri sau inchideri ale intrerupatoarelor) sau avariile
(scurtcircuite, intreruperi de conductoare) determina regimuri
tranzitorii. Regimurile tranzitorii, desi dureaza putin, datorita
constantelor de timp foarte mici pot periclita securitatea instalatiilor
(prin supraintensitati si supratensiuni) sau stabilitatea functionarii
acestora. In electrocomunicatii si in informatica, numeroase clase de
semnale (precum succesiunile de impulsuri) au variatii importante in
intervale de timp, variatii de acelasi ordin de marime cu constantele de
timp ale circuitelor; ele nu pot fi studiate decat in regim tranzitoriu. De
asemenea, prelucrarea semnalelor (detectie, modulatie, limitare, etc.)
utilizeaza procese tranzitorii care nu pot fi ignorate.

Pentru rezolvarea regimului tranzitoriu sunt cunoscute mai multe

metode de rezolvare dintre care cele mai importante sunt:
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Metoda elementara a integrdarii directe a sistemului de ecuatii

integro-diferentiale. Datorita faptului ca este o metoda relativ
laborioasa, aceasta metoda nu este recomandata decat in cazul unor
circuite relativ simple, cu un numar redus de elemente reactive (de
cele mai multe ori doua).

Metodele simbolice (operationale), care, pe baza unor transformari

operationale (transformata Laplace, transformata Fourier,
transformata Z) simplifica apreciabil integrarea sistemului de ecuatii
integro-diferentiale ale circuitului.

Metoda variabilelor de stare permite scrierea de ecuatii ale

circuitului astfel incat sa apara numai variabilele legate direct de
comportarea elementelor reactive de circuit. Aceasta metoda prezinta
avantajele unei remarcabile sistematizari in modul de scriere a
ecuatiilor dar, fiind o metoda matriciala, prezinta toate inconvenientele
proprii acestui mod de calcul.

In cele ce urmeaza vom prezenta metoda operationalad folosind

transformata Laplace si metoda variabilelor de stare.

5.1. TEOREMELE LUI KIRCHHOFF IN REGIM VARIABIL

Ipotezele de baza acceptate in studiul circuitelor electrice permit
deducerea celor doua relatii fundamentale in studiul acestor circuite:
teoremele lui Kirchhoff. In forma lor primara aceste teoreme ilustreaza
proprietati topologice generale ale circuitului.

Prima teorema a lui Kirchhoff afirma ca suma algebrica a

intensitatilor curentilor i,, ai laturilor lx legate la un nod n; al unui

circuit este nula.

Qi =0 (5.2)

ke())

Se vor lua cu semnul plus curentii al caror sens de referinta iese

din nod. Ecuatia de mai sus rezulta din legea conservarii sarcinii
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electrice aplicata pentru o suprafata inchisa X ce inconjoara nodul n;
(Fig. 5.1) si din ipoteza ca sarcina acumulata pe nod este nula (gs =0),
ceea ce conduce la conditia ca intensitatea iz a curentului de conductie

total ce iese din suprafata X sa fie nula.

dq;

Fig. 5.1 Prima teorema a lui Kirchhoff. Legea conservarii sarcinii

electrice.

Ca si in cazul circuitelor electrice de curent continuu aceasta
teorema conduce la un sistem de ecuatii liniar independente numai
daca se aplica la (n-1) din nodurile circuitului.

A doua teorema a lui Kirchhoff pentru circuitele in regim variabil
afirma ca suma algebrica a tensiunilor ux la bornele laturilor Ix ce

apartin unei bucle (p) a unui circuit este nula.

DU =0 (5.3)

ke(p)

Se vor considera cu plus laturile al caror sens de referinta coincide
cu sensul de referinta ales de bucla. Ecuatia de mai sus rezulta din
aplicarea legii inductiei electromagnetice pe o curba inchisa I' ce
parcurge pe la borne toate laturile buclei (p) (Fig.5.2) si din ipoteza ca
fluxul magnetic prin orice suprafata exterioara eventualelor bobine de

pe laturi este nul ®; =0, ceea ce conduce la conditia ca tensiunea

electrica ur, pe curba inchisa I' sa fie nula.
In ceea ce priveste aplicarea acestei teoreme se observa ca se
prefera, pentru o mai buna sistematizare in modul de scriere a

ecuatiilor circuitului, ca tensiunea ux de la bornele laturii sa fie
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asociata dupa conventia de tip receptor cu sensul curentului din
latura respectiva.

Intr-un circuit cu n — noduri si [ — laturi, teorema a doua a lui
Kirchhoff se poate aplica pentru b= [-n+1 bucle independente (Teorema

lui Euler).

dog
T dt
Fig. 5.2 A doua teorema a lui Legea inductiei electromagnetice

Kirchhoff.

5.2 ELEMENTELE IDEALE DE CIRCUIT IN REGIM VARIABIL

Vom preciza in cele ce urmeaza caracteristicile fiecarui element de
circuit si comportamentul acestora in regim variabil. Intereseaza
dependentele intre intensitatile curentilor si tensiunile la bornele
laturilor.

Rezistorul ideal : caracteristica acestui element este data de legea

lui Ohm:

Ug (t) = Rig (t) B iy
—A |}
sau w

i (1) =Gu, (t) 1 ()

Bobina ideala fdarda cuplaj magnetic: tensiunea la bornele bobinei

este data de legea inductiei electromagnetice:
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UL(t)=% (P(t)=(P(0)+_t[UL(T)dT=LiL(t) L® 1z(2)
o i o 5 Sy
uL(t):LdiL(t) iL(t)ziL(O)+%jUL(T)dT mefﬁ

Bobina ideala cu cuplaje magnetice: ca si in cazul precedent, relatia

dintre tensiune si curent este furnizata tot de legea inductiei

electromagnetice:

iy (£} L,

d | | g0
uLKZ% o =L, O+ szhlh(t) *
hex(k) _ 7 DL“
i =L 3Oy dhO M
-« ‘ dt h=(k) “ dt \,_//)I
1 g (2)

Relatiile de mai sus arata ca fluxurile magnetice totale ale
bobinelor trebuie sa fie functii de timp cu proprietati de continuitate —
00 )=¢(0,)— pentru ca tensiunile la borne sa ramana finite. De
asemenea, se observa ca, in cazul bobinei necuplate magnetic,
curentul prin bobina trebuie sa aiba proprietati de continuitate
i,(0)=i.(0,). Aceste proprietati vor fi utile in studiul regimului

tranzitoriu.

Condensatorul ideal: caracteristica acestui element este data de

legea conservarii sarcinii:

. dq ‘. C il

le®=""" a®=0a(0)+ [i()dr=Cu, () ——
dt 0 . U

io=cdte® uc(t)=u0(0)+éji(r)dr e (l)

Ca si in cazul bobinelor, relatiile ce exprima functionarea
condensatorului arata ca sarcina electrica a condensatorului trebuie
sa fie o functie de timp cu proprietati de continuitate q.(0 )=q.(0,)-

curentul ramanand astfel finit. Se poate spune ca datorita ecuatiei sale
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de functionare si tensiunea la bornele condensatorului trebuie sa aiba

proprietatea de continuitate u.(0_ )=u.(0,).

Avand in vedere cele expuse anterior, a doua teorema a lui
Kirchhoff se poate exprima si sub o alta forma, mai utila in aplicatii
curente, forma ce ia explicit in considerare structura fizica reala a
laturilor circuitului.

Presupunem pentru aceasta ca (in cazul cel mai general posibil),
fiecare latura k este alcatuita din urmatoarele elemente ideale: un

rezistor de rezistenta R,, o bobina cu inductivitate L,, eventual cuplata
magnetic cu alte bobine (L,,), un condensator de capacitate C, si o

sursa de tensiune electromotoare e, (t)-Fig.5.3.

Fig.5.3. Latura de circuit cu structura completa.

Inlocuind expresia tensiunii u, in expresia (5.3) se ajunge la

urmatoarea forma echivalenta a celei de-a doua teoreme a lui
Kirchhoff:
di,

> (Rkik +L, %+ > Lth_i_CLJ.ik dth D e () (5.4)

ke(p) h(=k) ke(p)

Prin urmare suma algebrica a caderilor de tensiune pe elementele
componente ale laturilor unor bucle ale circuitului este in orice
moment suma algebrica a tensiunilor electromotoare ale surselor din

acele laturi, toate semnele fiind stabilite prin raportarea sensurilor
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curentilor si tensiunilor la un sens oarecare de parcurgere a buclei

ales arbitrar.

5.3 ECUATIILE CIRCUITELOR ELECTRICE. PROBLEMA
CONDITIILOR INITIALE. REGIMURI DE FUNCTIONARE

Comportarea oricarui circuit electric, adica modul de variatie in
timp a intensitatii curentilor si a tensiunilor la bornele diferitelor
elemente componente sau laturi ale circuitelor, este complet descrisa
cu ajutorul unui sistem de ecuatii ce se obtine prin aplicarea celor
doua teoreme ale lui Kirchhoff. Asa cum am precizat in subcapitolele
anterioare, cu ajutorul celor doua teoreme se pot scrie (n —1) respectiv,
b ecuatii liniar independente, adica in total n-1+b=I[ ecuatii, in numar
egal cu numarul de laturi al circuitului. In acest fel, comportarea in
timp a circuitului poate fi perfect determinata prin integrarea

sistemului de ecuatii stabilite (vezi subcapitolul anterior).

Di=0  j=12,...,n-1

ke(i)

Z(Rklk—kL Sy Lkh ju dtj Se )  p=12..,b (5.5)

ke(p) h(=k) ke(p)

In aceastad forma de scriere a sistemului, necunoscutele sunt
intensitatile curentilor din cele [ laturi ale circuitului, iar variabila
independenta este timpul. Circuitul fiind liniar, parametrii elementelor
componente au valori constante, astfel incat sistemul descris de
ecuatiile (5.5) este un sistem de ecuatii integro-diferentiale liniar si
neomogen cu coeficienti constanti. Observand ca numai bobinele si
condensatoarele introduc cate un element diferential in ecuatiile
circuitului, conform relatiilor acestora de functionare, ordinul N al

sistemului de ecuatii este egal cu suma dintre numarul N; de bobine si
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respectiv Nc de condensatoare continute de circuit, adica cu numarul
total al elementelor reactive.

In cazul retelelor liniare, prin eliminari succesive, sistemul de
ecuatii (5.5) se poate reduce in raport cu o functie necunoscuta x(t) la
o ecuatie diferentiala liniara neomogena, cu coeficienti constanti, de
forma:

d" x d"' x

n_+an—1—,1 (56)
dt" dt"

dx
a + --+ala+aox:y(t)

Coeficientii a,,a,,...,a, depind numai de structura retelei si au

aceleasi valori (pana la un factor multiplicativ) pentru orice functie
necunoscuta x(t), a sistemului initial, iar membrul drept y(t) depinde
de structura circuitului, de marimile caracteristice ale surselor
presupuse variabile in timp si de functia necunoscuta x(t) in raport cu
care s-a facut eliminarea.

Conform teoriei matematice a sistemelor de ecuatii diferentiale, de
forma (5.6), expresia in timp a intensitatii fiecaruia dintre curenti x(t)

se scrie ca suma dintre doua componente:
X(t) =%, (1) + X, (1) - (5.7)

Prima dintre aceste componente, x (), este solutia sistemului

de ecuatii omogenizate, adica pentru care s-a presupus ca toate

sursele existente in circuit se pasivizeaza y(t)=0 (ex (t)=0). Marimile
caracteristice ale circuitului, intensitatile curentilor din laturi si
tensiunile la bornele diferitelor elemente, vor fi In acest caz
determinate de valorile initiale ale unora dintre ele. Aceasta solutie se

numeste solutie de regim liber si ea are forma:

X =D A 0™ = A D exp(a). (5-8)

In relatia (2.7)A (1), k=12,...,n sunt termeni de integrare, iar

a,, 1,2...,n sunt radacinile ecuatiei caracteristice, care se obtine din
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ecuatia diferentiala omogena inlocuind formal derivata de ordin k a
functiei necunoscute cu puterea k a unei necunoscute o:

1

a,a"+a, ,a" +---aa+a,=0 (5.9)

In ecuatia (5.9) o, este o radacina multipla de ordinul my .
Polinoamele A (t) sunt de ordinul (mx—1) in variabila ¢, cu coeficienti

reali sau complecsi. Deoarece fizic se constata ca in absenta surselor,
marimile ce definesc comportarea oricarui circuit real tind sa se
anuleze dupa scurgerea unui anumit timp, rezultd ca radacinile

ecuatiei caracteristice indeplinesc in mod obligatoriu conditia:
Relo, } <0 (5.10)

In circuitele reale (care contin elemente disipative-rezistente)
regimul liber este un regim amortizat, care se stinge treptat pe masura

ce timpul creste, adica:
lim X, (t) =0 (5.11)

Solutia astfel scrisa contine un numar de constante de integrare
egal cu ordinul sistemului, adica cu numarul N de elemente reactive
ale circuitului.

A doua componenta a solutiei, x,(t), este o solutie particulara
(complet determinatd) a ecuatiei neomogene (care are in dreapta

termenul y(t), numita solutie de regim fortat, deoarece forma ei este

impusa de functia reprezentata de termenul liber al ecuatiei, adica de
conditiile exterioare. Daca termenul liber este o constanta, un polinom
de t, o exponentiala sau o combinatie liniara de astfel de functii de
timp, atunci solutia de regim fortat se gaseste sub forma unei functii
de timp de aceeasi forma; parametrii solutiei de regim fortat se pot
determina complet prin substitutie in ecuatia neomogena a formei
cautate si identificate.

Determinarea celor N constante de integrare se face prin referire la

conditiile initiale ale circuitului, adica la valorile la momentul t=0 ale
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unora dintre marimile sale caracteristice. Deoarece elementele reactive
sunt cele care au determinat natura integro-diferentiala a ecuatiilor
circuitelor, conditiile cerute se vor referi la marimile ce definesc
comportarea lor.

Pentru bobina si pentru condensatorul ideal se pot scrie ecuatiile:

iL(t)z%J'uL(t)dt=%J.UL(r)dr+iL(O)

: 5.12
uc(t):%jic(t)dt:éjic(r)dr+uc(0) ( )

Din ecuatiile (5.12) rezulta ca, o data cu specificarea exacta a
originii timpului, pentru cunoasterea la un moment t >0 a intensitatii
curentului prin bobina i si respectiv, a tensiunii la bornele
condensatorului uc, trebuie cunoscute valorile acestor marimi la
momentul t=0. Ele fiind in numar de N; respectiva Nc, se dispune
astfel exact numarul de conditii necesare determinarii celor N
constante de integrare.

Studiul circuitelor electrice in regim variabil in timp prezinta o
importanta deosebitd mai ales pentru faptul ca permite anticiparea
comportarii lor in cazul in care, fie prin manevre voite (comutari,
conectari sau deconectari), fie accidental (scurtcircuite, puneri la
pamant, intreruperi etc.), se produc modificari bruste in structura sau
in conditiile de excitare a circuitului. In aceste cazuri, ca moment
origine de timp (t=0) se ia de obicei chiar momentul efectuarii manevrei
sau producerii accidentului, iar conditiile initiale se determina
impunand ca pe durata (infinit de scurta) de punere a circuitului in
noile situatii de functionare, intensitatea curentului din orice bobina si
tensiunea la bornele oricarui condensator sa varieze in mod continuu:

iL(0)=1.(0,); (5.13)
Uc (00)=uc(0,)

In ecuatia (5.13) 0_, respectiv 0,, sunt momentele imediat

anterior si ulterior conectarii considerate.
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Se numeste regim permanent acel regim de functionare al

circuitelor electrice in care componenta libera a solutiei (solutia libera)
este neglijabila in raport cu cea fortatid. In fapt, regimul permanent
poate fi definit ca fiind acea solutie asimptotica, pentru t tinzand catre
infinit, a solutiei generale data de ecuatia (5.6). Daca termenul liber
y(t) este o constanta sau este o functie periodica de timp, iar regimul
liber este amortizat (se anuleaza cand t—» ), solutia de regim fortat isi
pastreaza forma la valori oricat de mari ale timpului si se confunda cu

solutia de regim permanent:

X(t) > X,(t) cand t—o0 (5.14)

Aceasta este situatia cea mai intalnita in practica la circuite
liniare alimentate cu tensiuni constante sau periodice. In aceste
circuite regimul fortat se confunda cu regimul permanent si, de aceea,
de multe ori nu se mai face distinctie intre aceste regimuri. Aceste
cazuri particulare (excitatii constante sau sinusoidale) sunt numite

regimuri stationare (regimul permanent de curent continuu si

regimul permanent sinusoidal).
Daca insa termenul liber nu este o constanta sau o functie de timp
periodica, atunci nu exista un regim permanent al circuitului.

Regimul tranzitoriu este acel regim de functionare al circuitelor

electrice in care solutia libera (naturala) are valori importante,
comparabile cu cele ale solutiei fortate. Pe durata sa se simte influenta
conditiilor initiale de functionare. Acest regim este determinat de
situatii de manevra sau de accident ce intervin in functionarea
circuitelor electrice. Regimul tranzitoriu poate fi definit ca fiind regimul
variabil de trecere de la o stare initiala (un regim permanent) la un alt
regim permanent.

In practica, regimul tranzitoriu are o importanta destul de mare. In
retelele electrice de transport si distributie, toate comutatiile
(deschideri sau inchideri ale intrerupatoarelor) sau avariile

(scurtcircuite, intreruperi de conductoare) determina regimuri
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tranzitorii. Regimurile tranzitorii, desi dureaza putin, datorita
constantelor de timp foarte mici pot periclita securitatea instalatiilor
(prin supraintensitati si supratensiuni) sau stabilitatea functionarii
acestora. In electrocomunicatii si in informatica, numeroase clase de
semnale (precum succesiunile de impulsuri) au variatii importante in
intervale de timp, variatii de acelasi ordin de marime cu constantele de
timp ale circuitelor; ele nu pot fi studiate decat in regim tranzitoriu. De
asemenea, prelucrarea semnalelor (detectie, modulatie, limitare, etc.)
utilizeaza procese tranzitorii care nu pot fi ignorate.

Pentru rezolvarea regimului tranzitoriu sunt cunoscute mai multe
metode de rezolvare dintre care cele mai importante sunt:

Metoda elementara a integrarii directe a sistemului de ecuatii

integro-diferentiale. Datorita faptului ca este o metoda relativ
laborioasa, aceasta metoda nu este recomandata decat in cazul unor
circuite relativ simple, cu un numar redus de elemente reactive (de

cele mai multe ori doua).

Metodele simbolice (operationale), care, pe baza unor transformari
operationale (transformata Laplace, transformata Fourier,
transformata Z) simplifica apreciabil integrarea sistemului de ecuatii
integro-diferentiale ale circuitului.

Metoda variabilelor de stare permite scrierea de ecuatii ale

circuitului astfel incat sa apara numai variabilele legate direct de
comportarea elementelor reactive de circuit. Aceasta metoda prezinta
avantajele unei remarcabile sistematizari in modul de scriere a
ecuatiilor dar, fiind o metoda matriciala, prezinta toate inconvenientele
proprii acestui mod de calcul.

In cele ce urmeaza vom prezenta metoda elementard a integrarii

directe si metoda operationala folosind transformata Laplace.
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5.4 METODA ELEMENTARA DE ANALIZA A REGIMULUI

TRANZITORIU

Aceasta metoda, numita si analiza in domeniul timpului, consta
in rezolvarea directa a sistemului de ecuatii integro-diferentiale ale
circuitului.

Cu tot avantajul abordarii directe si intuitive a studiului
comportarii circuitului, metoda elementara prezinta marele neajuns al
unor calcule lungi si laborioase, ceea ce o face practic inaplicabila in
cazul unor circuite avand un grad cat mai ridicat de complexitate.

Metoda de rezolvare a regimului tranzitoriu are urmatoarele etape:
1. Se scriu ecuatiile diferentiale ale circuitului (care rezulta prin

aplicarea sistematica a teoremelor lui Kirchhoff si eventual prin
derivari si eliminarea unor necunoscute).

2. Se cauta solutia de regim tranzitoriu x(t) sub forma unor sume ale
solutiilor de regim liber cu solutiile de regim fortat (care poate fi si
solutia de regim permanent).

3. Solutiile de regim liber se determina cu ajutorul ecuatiilor
caracteristice, ca solutii generale ale sistemului omogen (de
exemplu, cu toate t.e.m. nule), care depind de un numar de
constante arbitrare (egal sau mai mic decat numarul elementelor
reactive ale circuitului). Ecuatia caracteristica este unica pentru o
retea conexa sau formata din mai multe sub-retele care se
influenteaza reciproc.

4. Solutiile de regim fortat se determina ca solutii particulare ale
sistemului neomogen de forma complet determinata de termenul
liber. In cazul t.e.m. constante sau sinusoidale, solutiile fortate au
aceeasi forma ca t.e.m. iar solutiile se pot determina cu metodele
folosite in regimul permanent.

5. Cu ajutorul conditiilor initiale se determina constantele de integrare

din expresiile complete (de regim tranzitoriu) ale solutiilor.
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Daca circuitele au o structura mai complicata, daca t.e.m. nu sunt
constante sau periodice sau daca se cere sa se determine numai una
din functiile necunoscute, aceasta metoda se dovedeste relativ
laborioasa si greu de sistematizat. Totodata conditiile initiale,
exprimate prin valori initiale ale functiilor cunoscute si ale derivatelor
acestora, necesita o analiza prealabila a circuitului, pentru a stabili
care dintre marimi au proprietati de continuitate in momentul initial
considerat (care in general, este un moment de discontinuitate pentru
anumite marimi, respectiv de schimbare a structurii retelei). Marimile
care nu sufera discontinuitati — fluxurile totale ale bobinelor (intrucat
discontinuitatea lor ar determina t.e.m. induse infinite) — si sarcinile
condensatoarelor (intrucat discontinuitatea lor ar determina curenti

infiniti) — se numesc marimi de stare ale circuitului.

Rezolvarea reqgimului tranzitoriu pentru circuite de ordin intai

Circuitele de ordin intai sunt circuite ce contin un singur element
reactiv, sau la care ecuatiile care descriu functionarea lor se reduc la
ecuatii diferentiale de ordinul intai. Acestea pot fi circuite de tip RL sau
RC sau circuite reductibile la acestea.

Ecuatiile care caracterizeaza aceste circuite sunt, asa cum am
precizat si in subcapitolele anterioare, ecuatii diferentiale, neomogene,
cu coeficienti constanti (consideram elementele de circuit liniare).

In cazul circuitelor de ordin I, acestea au forma descrisa de ecuatia

(2.15):

a% +bx(t) = y(t) (5.15)

Vom considera cazurile cel mai des intalnite in practica cand y(t)

este o functie constanta (sursa de tensiune de curent continuu) sau o

functie sinusoidala - caz ce corespunde, de exemplu, aplicarii pe
circuit a unei surse de tensiune sinusoidala.

Ecuatia de mai sus are o solutie de forma:
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X(t) =X, () + X, (1) (5.16)

In care xit) reprezintd solutia ecuatiei diferentiale omogene (fara
termen liber), iar xq(t) este solutia fortata, ce se cauta ca fiind o solutie
particulara a ecuatiei (5.16). Deoarece circuitele vor fi reale (cu
elemente disipative) solutiile trebuie sa indeplineasca urmatoarele
conditii:

e Solutia libera trebuie sa dispara dupa un timp suficient de lung
(x(t)> O, t—> ).

e Solutia fortata in cazul unei excitatii constante sau sinusoidale,
coincide dupa un timp suficient de lung cu solutia de regim
permanent xgt)= xp(t), adica solutia de curent continuu sau
alternativ la un timp suficient dupa comutatie: xqt)= xp(t)=x(o).

Solutia de regim liber are urmatoarea forma:
X, (1) = Ae™ = Aexp(at) (5.17)

Constanta o este solutia ecuatiei algebrice atasate ecuatiei

diferentiale, adica este solutie a ecuatiei:

aa+b=0=q=-2-1 (5.18)
a T

Prin urmare, solutia de regim liber va fi:

t

X () = Ae * = Aexp(-t/7) (5.19)

Termenul A reprezinta o constanta ce va fi determinata din
conditiile initiale ale circuitului, mai exact din conditiile de
continuitate ale fluxului prin bobine, respectiv ale sarcinilor de pe
condensatoare.

Avand in vedere ca solutia de regim fortat este solutia dupa un
timp indelungat de la comutatie (in noua topologie a circuitului) vom

obtine solutia finala ca in (5.20):
X(t) = Aexp(=t/1) + X(0) (5.20)
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In momentul =0 se cunoaste conditia initiald x(0); prin urmare
constanta A va fi egala cu diferenta dintre valoarea initiala si valoarea
finala a variabilei de stare x (care este fie tensiunea pe condensator fie

curentul prin bobine). Prin urmare solutia va fi:
X(t) = (X(0) = x(20) Jexp(=t/t) + X(0) (5.21)

Termenul notat cu t poartd numele de constantd de timp a

circuitului. Aceasta marime este o foarte buna masura a “inertiei
electrice” a circuitului, adica a promptitudinii cu care circuitul este
capabil sa urmareasca variatiile semnalului de excitatie care i se
aplica. In general, comportarea dinamica este cu atat mai buna cu cat
constanta de timp este mai mica, in fapt cu cat elementele disipative
au valori mai ridicate.

Constanta de timp a circuitului da si o masura a duratei regimului
tranzitoriu; astfel, se poate observa din (5.21) ca, dupa un interval de
timp egal cu 31, valoarea marimii difera cu circa 5% fata de valoarea sa
de regim permanent si aceasta pentru ca la momentele St, respectiv
101, diferenta sa scade la numai 0.67% respectiva 0.04 %. Prin
urmare, se poate spune cu o foarte buna aproximare ca, dupa un timp
egal cu de trei ori constanta de timp a circuitului, regimul tranzitoriu
este incheiat.

Acesta este asadar cea mai simpla metoda de a rezolva circuitele ce
contin un singur element reactiv.

Deseori se intalnesc circuite de tipul RL sau RC in diverse tipuri
de configuratii la care putem aplica direct relatia (5.21); pentru aceste
circuite carora le aplicam o excitatie constanta, in conditii initiale nule

obtinem urmatoarea solutie:
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. X ip(2) " £

L%+Ri=E & s\ | f o

E ( ( )) z R ' Circuitul RL seri
i) ==(-exp(-t/t

: ® 4_
u, (t) = E exp(-t/t) |

_ I_ Hz(f) L 2 ! u;(£)

T —E . ,

08 0g 1

Fig. 5.4 Raspunsul circuitul RL in conditii initiale nule la excitatie

constanta.

Analog vom obtine si pentru cazul circuitului RC:

E

; / Ec(f) 10 |
rcdle u. =E K " | 4c®
dt E R 54 | Circuttul RC serie
Uc (t) = E(l - exp(— t/T)) C) T= RO
. E 1
i () =— exp(~ /1) T
R M1t | o)
t=RC . |

Y3 0a 1

Fig. .5.5 Raspunsul circuitul RC in conditii initiale nule la excitatie

constanta.

Asa cum se observa si din variatiile in timp ale marimilor
caracteristice fiecarui tip de circuit in parte, constanta de timp are si o
interpretate grafica, ea fiind egala cu subtangenta in punctul de
comutatie la graficul de variatie al marimii respective. De fapt el va fi
calculat pentru circuitele de tip RL ca raport dintre inductivitate si
rezistenta electrica echivalenta “vazuta” de inductivitate la bornele ei,
respectiv la circuitele de tip RC, ca si produs dintre capacitate si

rezistenta electrica echivalenta “vazuta” de condensator la bornele sale.
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Daca la bornele unui circuit RL, de exemplu, se aplica o tensiune
sinusoidala de tipul e(t)=Esinot, raspunsul circuitului va fi

asemanator:

Fig.5.6 Raspunsul unui circuit RL la excitatie sinusoidala

In acest caz valorile curentului si a tensiunii prin bobina variaza
dupa legile:
i (1) =1,[exp(~t/7)sin @ + sin(wt — ¢)]
u,_(t)=Esin (p[exp(— t/‘t)cos ¢+ cos(ot — (p)]
I —L,(pzarctg%— (5.22)

R+ (0l)?
Observatii: In practici, o importantd tehnicad deosebitd o are
comutatia bobinelor si a condensatoarelor.

o Astfel in cazul deschiderii unui circuit RL variatia foarte rapida
spre zero a intensitatii curentului electric poate induce o t.e.m.
(cadere inductiva de tensiune) suficient de mare pentru a favoriza
producerea unui arc electric intre contactele intrerupatorului. Acest
lucru prezinta pericolul strapungerii izolatiei bobinei sau
accidentarii operatorului, iar pe termen Ilung poate duce Ila
distrugerea contactelor. De cele mai multe ori neajunsul se inlatura
evitand intreruperea brusca a curentului prin bobina, iar atunci
cand acest lucru nu este posibil, se leaga in derivatie cu bobina o

rezistenta de valoare foarte mare, prin care se inchide curentul
123



Conf. dr. ing. Emil CAZACU Bazele electrotehnicii I si II- Note de curs
generat de t.e.m. autoindusa la deschiderea circuitului. La
instalatiile electrice si pe liniile electrice de mare putere, unde
montarea unor asemenea rezistente nu este posibila, aparatele
pentru intreruperea curentului sunt prevazute cu dispozitive
speciale pentru intreruperea arcului electric iar manipularea lor se
face numai de la distanta.

e In cazul circuitelor RC, la incarcarea condensatoarelor, daca
rezistenta este destul de mica, apar curenti de intensitate foarte
ridicata care pot periclita atat termic cat si electrodinamic
securitatea instalatiilor. Din acest motiv, bateriile mari de
condensatoare au rezistoare sau alte dispozitive pentru limitarea
curentului de incarcare. Daca dupa incarcarea unui condensator se
deschide intrerupatorul, condensatorul ramane Iincarcat la
tensiunea (eventual inalta) la care era incarcat inainte de
deschiderea intrerupatorului un timp indelungat. Din aceasta cauza
este indicat, pentru a se evita pericolul de electrocutare, ca acest
condensator sa fie descarcat folosind rezistente de valoare ridicata.
In caz contrar el se va descarca foarte lent, numai prin rezistenta

dielectricului, proces ce poate dura si cateva zile.

Rezolvarea regimului tranzitoriu pentru circuite de ordin doi

Aceste circuite sunt circuitele electrice care contin doua elemente
reactive (de regula bobina si condensator) iar ecuatia de caracterizare a
acestora este o ecuatie diferentiala neomogena cu coeficienti constanti

de ordinul doi avand forma celei din relatia (5.23).

(5.23)

2
LX) dx)
dt

o Fex(t) = y(t)

Solutia acestei ecuatii este compusa din solutia de regim liber si

solutia fortata.
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Solutia fortata se determina, ca fiind o solutie particulara a
ecuatiei diferentiale generale. Ea va trebui gasita (de cele mai multe ori
ca o solutie de regim permanent) ca o solutie a ecuatiei dupa ce
regimul tranzitoriu a incetat (adica dupa un timp suficient de lung ca
efectele acestuia sd nu mai poatd fi percepute). In practica se
considera ca toate derivatele sunt nule, determinand-se astfel o solutie
pentru regimul fortat.

Solutia de regim liber are forma:
X, (1) = A exp(a,t) + A, exp(a.,t) (5.24)

In ecuatia (5.24) termenii A:, respectiv Az, se determina din
conditiile de continuitate ale fluxului din bobina si ale sarcinii de pe
condensator:

QC(OJch(OJ (5.25)
© (0,)=2.(0.)

Parametrii a1 $i a2 sunt solutiile ecuatiei algebrice atasate ecuatiei

diferentiale omogene, adica sunt solutiile ecuatiei:
ao’ +ba+c=0 (5.26)

Avand in vedere caracterul realist al majoritatii circuitului, pentru ca
solutia sa fie stabila trebuie ca ambele solutii ale ecuatiei de mai sus
sa aibd partea reald negativa. In functie de aceste doua radacini se
disting mai multe regimuri ale solutiei de regim liber deci, implicit, ale
solutiei de regim tranzitoriu:
e Daca radacinile ecuatiei algebrice atasate ecuatiei diferentiale
omogene sunt reale (o,,a, € R), atunci :
e Daca ele sunt diferite (a, #a,) atunci avem regim aperiodic
(supraamortizat).
e Daca ele sunt egale (o, =a,) atunci avem regim aperiodic

critic.
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e Daca radacinile ecuatiei algebrice atasate ecuatiei diferentiale

omogene sunt complexe (o,,a, €C), atunci :

e Daca exista elemente disipative (cazul real) avem regim
oscilatoriu amortizat.

e Daca nu exista elemente disipative (cazul teoretic) avem regim
oscilatoriu neamortizat.

Pentru un studiu mai simplificat, dar si pentru a pune in evidenta
cateva fenomene calitative, vom considera in cele ce urmeaza un
circuit simplu RLC serie (Fig.5.7) caruia i se aplica la un moment t=0 o
tensiune continua constanta E. Intentionam sa determinam la aceasta
excitatie functie de parametrii acestuia R, L si C.

Ecuatia caracteristica acestui circuit este:

d’uc (1)
dt?

(5.27)

LC +RC

duc (t) =
T +Uc. (1) =E

e

K

i)
P* :

i) <—— C

Fig.5.7 Circuit RLC serie in regim tranzitoriu.

Solutiile ecuatiei algebrice atasate ecuatiei diferentiale (5.24) sunt:

o, =-d+4/5" ~w unde 5:%% °’5=é (5.28)

Prin urmare solutia generala are forma :
U () = Ugy (V) +Ugy (1) = A exployt) + A, exp(a,t) + E (5.29)

Conditiile initiale se determina cu relatiile:
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Ue(0,) = Ug(0.) =0 (5.30)
duc®) _,

1,.(0,)=i(0)=0 sau it

a) Regimul liber oscilatoriu amortizat

Daca &’-o,<0 se noteaza cu w=.0, -8 iar radacinile ecuatiei
caracteristice vor fi complexe conjugate:
o,=-0+j0 o,=-0+]0 (5.31)

In acest caz & se numeste constantd de atenuare a oscilatiilor
libere de amortizare, o — este pulsatia oscilatiilor libere neamortizate,
iar o — pulsatia oscilatiilor libere amortizate ale circuitului.

Dupa stabilirea conditiilor initiale solutia de regim tranzitoriu

capata forma:

uc(t)= E(l - ,1 exp(—8t) sin(mt + k)) (5.32)

sin k

In care s-a notat:

2

Sink=£: I—RC cosk:i;i\/g (533)
®, 4L o, 2VL

Curentul prin circuit este:

it)=C due =iexp(—8t) sin ot (5.34)
dt Lo

In Fig.5.8 am reprezentat variatia in timp a curentului prin bobina.

127



Conf. dr. ing. Emil CAZACU Bazele electrotehnicii I si II- Note de curs
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Fig.5.8 Variatia curentului prin bobina in regim periodic amortizat.

804
50

404

204

Timpul dupa care curentul capata valoarea maxima si valoarea

acestui maxim este:

1 arctgx . E .
n=3 I, = ——exp(=ot, )sin ot ,

X ol
unde X =+m? -1 iar mzé\/g>1 (5.35)

t

Panta de crestere a curentului in primul moment este: d—; =% . Deci

in primul moment toata tensiunea se aplica bobinei ideale, iar

inductivitatea acesteia determina panta initiala a curentului.

b) Regimul liber oscilatoriu neamortizat
Acest regim se obtine in cazul ideal daca circuitul nu contine
elemente nedisipative: R=0.

In acest caz se determina usor relatiile:

Ue (t) = E(1-cos o,t) (5.36)
i ()= E sin®,t
@,

Timpul dupa care curentul ajunge la valoarea maxima, precum si

aceasta valoare, sunt usor de determinat:
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t =" -E (5.37)
20, L
C

In mod evident acest regim este pur teoretic deoarece in realitate
dupa un timp foarte lung de la comutatie oscilatiile libere ale
marimilor se vor stinge. Totusi aceasta situatie poate fi regasita intr-o
destul de buna aproximatie in cazul in care parametrii elementelor
reactive sunt destul de mari in comparatie cu valoarea rezistentei
ohmice a circuitului. In electrotehnicd acest regim este in general
evitat datorita instabilitatii raspunsului dat de circuit. Se spune ca
acesta nu ofera o solutie asimptotica.

Variatia in timp a curentului in acest caz este data in Fig.5.9:

200

100

-100 1

=200 1

Fig.5.9 Variatia curentului prin circuit pentru regimul periodic

neamortizat.

c) Regimul liber aperiodic (supraamortizat)

Acest regim este intalnit atunci cand este indeplinita inegalitatea

8 —o2 <0. In acest caz ecuatia caracteristicid are doua radacini reale

negative:

a,,=—0+p unde 6=%% B=48 -0, (5.38)
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Solutia poate fi dedusa observand ca P=jo. Folosind relatiile

dintre functiile trigonometrice de argument imaginar si functiile

hiperbolice, se stabilesc urmatoarele expresii:

Uc(t) = E(l - hlk' exp(—5t) sh(wt + k')j (5.39)

S

In care s-au notat:

2
Sil’lk=£= RC_I Cosk:i:B E (5'40)
®, 4L o, L
Curentul circuitului este:
i(t) = C —C< = — exp(—ot)sh Bt (5.41)
9] T LBeXp( )shB

Timpul dupa care curentul capata valoarea maxima si valoarea

acestui maxim este:

1 arcthx . E
=— i =—exp(-ot_)shpt
m 6 X m BL p( m ) B m

5.42
unde x=+1=m? iar m:%\/z<l ( )

C

T
I:w -
1
|
1
1501 ! . -
! regim aperiodic
|
| (L
J ! =2 1=
100 : =
1
1
] |
1
A0 !
|
| £
1
o ¢, 0002 0.004 0.006 0.008

Fig.5.10 Variatia curentului prin circuit pentru regimul liber aperiodic
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(supraamortizat).

d) Regimul liber aperiodic critic

. _0) — . = . . . ~
Regimul apare 3’ -w; =0. In acest caz ecuatia caracteristica are o

radacina dubla egala cu -d. Solutia se poate deduce direct din relatia

(5.39, 41) prin trecere la limita (0 >8& ®—0). Rezulta :

Ue ()= E(1+ 1+ 8t) exp(-5t) (5.43)

i ()= %t exp(—ot)
Variatia in domeniul timp a curentului prin circuit va fi:

180
160
140
120
100

R:2,|’£
i

regim aperiedic crific

£0
5O
407
204

0" " opoo1r  oo0o2Z 0 0003 0O0O4 0005
Fig.5.11 Variatia curentului prin circuit pentru regimul aperiodic
critic.

Timpul dupa care curentul capata valoarea maxima si valoarea

acestui maxim este:

. (5.44)
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5.5 REZOLVAREA REGIMULUI TRANZITORIU PE BAZA
TRANSFORMARII LAPLACE

Metodele operationale de analiza a circuitelor electrice au ca scop
simplificarea modului de rezolvare a ecuatiilor integro-diferentiale ce
descriu comportarea acestor circuite. Principiul de baza al acestor
metode este acela de a asocia in mod biunivoc fiecarei functii de

variabila timp (numita functie original) o functie de o variabila

complexa s (numita functie imagine), astfel incat sistemului de ecuatii

integro-diferentiale amintite sa-i corespunda un sistem de ecuatii
algebrice, in general liniare, in imaginile marimilor necunoscute.

Dintre metodele operationale folosite in mod curent in
electrotehnica, in cele ce urmeaza vom prezenta numai metoda bazata
pe transformarea Laplace, care este de fapt cea mai frecvent folosita.

Transformarea Laplace este prin definitie corespondenta:

F(s)= T f (t)exp(—st)dt (5.45)

0

ce asociaza functiei original f{t) functia imagine F(s) de variabila

complexa s.

Pentru ca integrala (5.45) sa existe, functia f{t) trebuie sa satisfaca
urmatoarele conditii :

— sa fie marginita si integrabila (in sens Riemann) in orice interval (¢,
t2), unde 0< ti< tp

— sa fie absolut integrabila in intervalul [0, % |, cu t >0;

— sa existe cel putin o valoare s - sp , pentru care integrala are sens;
daca este absolut convergenta pentru s - so, atunci va fi absolut
convergenta : orice Re{s}>Rels, }.

In aceste conditii se poate gasi in general o valoare minima a lui

Refs}, notatd cu o pentru care existd transformata Laplace a functiei

f(t): aceasta este abscisa de convergenta simpla. Domeniul de definitie
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al functiei F(s) este atunci semiplanul complex aflat la dreapta dreptei
Refs}= o ; se poate demonstra cd in acest domeniu functia F(s) este si
regulata.

Practic totalitatea functiilor de timp intalnite in electrotehnica
indeplinesc conditiile in care li se poate asocia o imagine Laplace.

Imaginea Laplace F(s) a unei functii original f{t) se noteaza cu:
F(s)=L{f )}

Specific metodelor operationale, deci si metodei transformatei
Laplace, etapa cea mai dificila a calculului este momentul in care, o
data gasite imaginile Laplace ale functiilor necunoscute, trebuie
calculate functiile original. Pentru aceasta s-ar putea folosi in primul
rand transformarile unor functii elementare cunoscute care, in marea
lor majoritate, sunt tabelate dar, in general, ar trebui aplicata formula
transformarii Laplace inverse.

Aceasta formula, numita si formula Mellin-Fourier (sau Bromuwich-

Wagner), este o generalizare a transformarii Fourier integrale. Ea
stabileste ca fiecarei transformate Laplace F(s) ii corespunde o functie

original data de relatia:
1 C+joo
f(t)=— | F(s)exp(st)ds, t=0, j=+-1
) 2n.c_jjw() p(st) j (5.46)
In relatia (1.3) c este mai mare decat abscisa o de convergenta
simpla, iar integrarea se face in lungul dreptei s=c.
Transformarea Laplace inversa se noteaza in mod obisnuit cu
f(t)=L"{F(s)}.
Intr-o situatie extrem de frecvent intalnit in calcule curente,
functia F(s) se exprima ca raportul dintre doua polinoame in care

gradul numaratorului fiind mai mic decat gradul numitorului:

_M@®)

F(s) = N(s) (5.47)
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Pentru a determina functia original, cel mai simplu este sa
descompunem expresia F{(s) in fractii simple:

4
F(s) = ZZ(S S), (5.48)

In expresia (5.48) sk sunt solutiile, multiple de ordinul mxk , ale

polinomului N(s), iar coeficientii dezvoltarii Cxj sunt dati de relatia:

Cy = L {(s—sk)”‘* M(s)}

= 1lim
I s (my — ) ds™ ) N(s) (5.49)

Aplicand transformata Laplace inversa vom obtine functia

original:

_ | M) o (5.50)
f(t)=L {N(s)} ZZ(J_D' exp(s,t)

Relatia (5.50) este cunoscuta sub numele de teorema generala a
dezvoltarii lui Heveaside. Daca toate radacinile numitorului sunt
simple, relatia (5.50) capata simplificari substantiale pentru
urmatoarele situatii:

1) Daca numitorul nu are printre radacini si solutia s=0, caz in

care functia F(s) se poate scrie F(s)= M(s)

, atunci functia original va fi:

f(t)= Z

exp(s t) N(s,)=0 s, —polii functiei F(s) (5.51)

2) Daca numitorul are printre radacini si solutia s=0, caz in care
M(s)
sP(s)

functia F(s) se poate scrie F(s)=

, N(s)=sP(s), atunci functia

original va fi:

F(t) = p((())) Zskp(( k))exp(s t) P(s,)=0 s, —poliifunctiei F(s) (5.52)

Formulele de calcul ale functiilor original (5.51) si (5.52) raman

valabile si in cazul in care functiile M(s) si N(s) nu sunt polinomiale
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(functii oarecare), cu singura restrictie ca zerourile sk ale functiei N(s)

sa fie simple.

Expresiile de mai sus de calcul a functiei original pentru functii tip

raport, se mai numesc si relatiile lui Heveaside.

Transformata Laplace a unor functii de timp

Functia original f{t) Transformata Laplace F(s)
C (constanta) C
s
t 1
12
e™™ =exp(xat) 1
Sta
te™ =texp(+at) 1
(S + oc)2
L (1—exp(-at) 1( ! j
a sis+a
sin ot a
s’ +a’
cosat S
s’ +a’
sh at a
s’ —a’
chat S
s —a’
tsin at 208
(52 + oc2)
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tcosat s?—o?
(s> +a?f

exp(—pt)sin at o
(s+P)’ +a’

exp(—pt) cosat S+
(s+B)* +a’

exp(—pt)sh at o
(s+B)° -a’

Pentru a evita dificultatile legate de integrarea directa a sistemului
de ecuatii integro-diferentiale, se aplica transformarea Laplace. Tinand
cont de teoremele liniaritatii, derivatei si a integralei (usor de
demonstrat pentru transformata Laplace) si notand
L{it)} =1, L{u@®)}=U, L{et)}=E, se obtine urmatorul sistem de ecuatii

operationale ale circuitului:

D=0, j=12,...,n—1,

ke(i)

Z{Rklk+L —ig (0)]+ > Ly[sl, ih(O)]+%lk+éuck(0)}:zEk (5.53)

ke(p) h(=k) ke(p)

In relatia (5.53) ix(0) si ux(0) sunt valorile la momentul =0+ imediat
urmator comutarii (sau accidentului) ce a declansat procesul
tranzitoriu investigat.

Relatiile (5.53) reprezinta un sistem de ecuatii algebrice, liniare si
(in general) neomogene, avand ca variabile imaginare operationale Ik
ale intensitatilor necunoscute ale curentilor. Numarul [ al
necunoscutelor fiind egal cu numarul ecuatiilor sistemului, solutia
acestuia este unica si se gaseste fara dificultate prin metodele proprii
algebrei liniare.

Formal, cu aceasta rezolvare, analiza regimului tranzitoriu se

poate considera incheiatd. Insd mai ramane de parcurs etapa trecerii
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de la imaginile aflate ale marimilor caracteristice ale circuitului la
functiile original corespunzatoare.

Sa mai remarcam ca ecuatia a doua a lui Kirchhoff in forma

operationala se mai poate scrie in modul urmator:

Z HRk +sL, +%Jlk + ZSLkhIh:| = Z |:Ek + L0 (0)+ szhih(O) _éuck (0)} (5.54

ke(p) h(=k) ke(p) h(=k) )

Separand astfel in membrul stang caderile operationale de
tensiune:
— Rezistiva R I,

— Inductiva: sL, + > sLyl,
h(#k)
e 1
— Capacitiva: —1,
sC,
Grupand in membrul drept, alaturi de imaginile operationale Ex ale
t.e.m. ale surselor, si termenii care se datoreaza conditiilor initiale

nenule in care s-a aflat circuitul, in mod formal acestia se pot

considera ca t.e.m. operationale ale unor surse fictive, de expresie:

E, = L, (0) + Z Lialn (0)

h(=k)

1 5.55
Eck z _Euck 0) ( )

Impedanta operationala a unei laturi este prin definitie raportul

dintre imaginile operationale ale tensiunii la bornele laturii si
intensitatile curentului ce o parcurge, circuitul fiind operational

pasivizat (adica fizic pasivizat in conditii initiale zero):

Zk _ Uk pentruV EhﬂiLh (0), UCh (0):0;

L

(5.56)

Impedantele operationale ale rezistorului, bobinei (necuplate

magnetic) si a condensatorului (toate ideale) sunt astfel:
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Z,=R Z, =sL Z =% (5.57)

Daca bobinele din laturi diferite ale circuitului sunt cuplate
magnetic, se defineste, in aceleasi conditii de pasivizare, impedanta

operational mutuala intre laturile (bobinelor) respective:

U,

Iy

Zyp == =sL, pentruV E,.i_ (0),u (0)=0; (5-58)

In aceste conditii cele doud teoreme a lui Kirchhoff in forma

operationala, se scriu:

D 1,=0, 12...,n-1

ke(i)

Z (Zklk + szhth: Z(Ek +E, + Eckl p=12...,b (5.59)

ke(p) h(=k) ke(p)

Acestea pot fi enuntate astfel:

1. Suma algebrica a imaginilor operationale ale intensitatilor curentilor
din laturile incidente la nod este nula.

2. Suma algebrica a caderilor operationale de tensiune pe laturile unei
bucle a circuitului este egala cu suma algebrica a t.e.m.
operationale, fizice si fictive, din aceleasi laturi (toate luate in raport
cu un sens dat de parcurgere a buclei).

Asemanarea formala a ecuatiilor scrise cu ajutorul celor doua
teoreme ale lui Kirchhoff in forma operationala, cu ecuatiile stabilite
pentru circuitele functionand in unele regimuri particulare (curent
continuu, curent alternativ), arata ca pentru rezolvarea lor se pot folosi
metodele destinate regimurilor respective (superpozitie, curenti ciclici,
potentiale la noduri etc.).

Pentru aplicarea corecta a metodei este util ca ecuatiilor (5.59) sa

li se asocieze o0 schemad operationald echivalentd, schema in care

elementelor de circuit li se atagseaza impedanta operationala si in care,

in afara imaginilor operationale ale t.e.m. pentru sursele reale,
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figureaza si t.e.m. operationale fictive, corespunzatoare unor conditii
initiale diferite de zero.

Corespunzator ecuatiilor date de cele doua teoreme a lui Kirchhoff
in forma operationala se pot identifica circuitele echivalente

operationale ale elementelor ideale pasive.

1. Rezistorul ideal:

R iglt) R Igis)
=
— —
() L7, (5)

Fig.5.12 Schema operationala echivalenta pentru rezistorul ideal.

Asa cum se poate observa din Fig.5.12 schema echivalenta
operationala a rezistorul nu sufera nici o modificare structurala fata de

schema sa din domeniul timp.

2.Bobina ideala necuplata magnetic

L it

() i, (0)

U, is)

Fig.5.13 Schema operationala echivalenta pentru bobina ideala

necuplata magnetic.
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Asa cum se poate observa, bobina ideala accepta doua scheme
operationale echivalente: serie, respectiv paralel. In cazul schemei serie
bobina este inlocuitda cu o impedanta de valoare sL si o sursa de
tensiune de valoarea fluxului initial prin bobina: Li (0). Pentru schema
paralel, impedanta sL este legata in derivatie cu o sursa de curent de

valoare i (0)/s. De remarcat ca in cazul bobinei ideale sensul surselor
de energie, pentru ambele scheme este dat de curentul initial prin
bobina. De cele mai multe ori, in aplicatii, este folosita schema serie.

3. Condensatorul ideal

1 _ﬂa(ﬂ)
5T S Ials)

L ia(g)
D—ll—p—a 1
U = a8 E

e lf)

Uels)

Fig.5.14 Schema operationala echivalenta pentru condensatorul ideal.

Condensatorul ideal, ca si bobina ideala, accepta doua scheme
operationale echivalente: serie respectiv, paralel. In cazul schemei serie
condensatorul este inlocuit cu o impedanta de valoare 1/sC si o sursa
de tensiune de valoare -u.(0)/s. Pentru schema paralel, impedanta
1/sC este legata in derivatie cu o sursa de curent de valoare —q(0). Prin
urmare, sensurile surselor de energie sunt invers decat sensul
tensiunii cu care era initial incarcat condensatorul. Ca si in cazul
bobinei, schema serie este mai folosita decat schema paralel.

4. Bobine ideale cuplate magnetic
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zy ()

Unis)

DS‘M
o~
°_|: S S a—
Lgig (D} MII(D} Iz (S:I

Usa(5)

Fig.5.15 Schema operationala echivalenta pentru doua bobine ideale

cuplate magnetic.

Prin urmare conform Fig. 5.15, bobinele cuplate se inlocuiesc

fiecare cu cate o impedanta operationala sLi, respectiv, sL, , cuplajul

cu impedanta operationala de cuplaj sM iar sursele de tensiune cu

valorile fluxurilor initiale prin fiecare bobina: ¢,(0)=L,i,(0)+ Mi,(0),

respectiv ¢,(0)=L,i,(0)+Mi (0). Semnul tdepinde de pozitia bornelor

polarizate fata de curentii initiali prin bobine. De mentionat ca si

pentru doua bobine ideale cuplate magnetic se poate imagina o

schema echivalenta paralel daca se folosesc surse de curent

comandate prin curent in circuit. Acest lucru ar duce insa la

complicarea schemei operationale si a modului de rezolvare.

5. Sursele ideale de tensiune si curent.

a(f)
o [N

e

(2]

J)

= o

(-2

e

—

Lis)

——

(1) U, (s)
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Fig.5.16 Schema operationala echivalenta pentru sursa ideala de

tensiune.

Asa cum se poate observa si din Fig.5.16, imaginea in operational
a sursei ideale de tensiune, respectiv de curent, este transformata
Laplace a functiei de timp pe care sursa o exprima. Daca sursa este o
functie de timp constanta E sau J, atunci imaginea ei in operational
este conform tabelului de imagini ale functiilor in operational

: E/s respectiv J/s. Cazul este destul de des intalnit in aplicatii. Din aceste

motive l-am prezentat in paranteza pentru ambele surse in Fig.5.16.
Expresia instantanee a tensiunii la bornele bobinei respectiv, ale
condensatorului se determina, tinand seama si de conditiile initiale in

general diferite de zero, prin relatiile:

h=(k) h=(k)

| | (5.60)
uc ()= L’{—lk +—Uc (O)}
¥ sC s "

k

u, (0= L_I{SLklk + ZSLkhIk - L i (0) - ZLhkih(O)}

Algoritmul metodei operationale de rezolvare a circuitelor in

regim tranzitoriu

Tinand seama de cele stabilite in subcapitolul precedent, metoda
de rezolvare operationala a circuitelor electrice liniare cuprinde
urmatoarele etape:

1. Se determina conditiile initiale ale circuitului (curentii din bobine si
tensiunile la bornele condensatoarelor) inainte de inceperea
regimului tranzitoriu (comutatie sau accident).

2. Se formeaza schema echivalenta operationala a circuitului, cu
sursele date si cu sursele fictive echivalente conditiilor initiale. In

schema marimile se noteaza cu simboluri operationale (in s).
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3. Se aplica forma operationala a ecuatiilor lui Kirchhoff, obtinandu-se
ecuatiile operationale ale circuitului. Aceste ecuatii se rezolva in
raport cu imaginile functiilor necunoscute.

4. Se calculeaza imaginile functiilor de timp date (de obicei tensiuni
electromotoare) cu transformarea directa sau cu tabele de
transformari. Introducand aceste imagini in expresiile functiilor
necunoscute, se obtin imaginile functiilor necunoscute ca functii
explicite de variabila complexa s.

5. Se determina functiile original (de timp) necunoscute, folosind
metodele de inversiune. (Relatia Mellin-Fourier, Heveaside sau

tabele cu functii original).

5.6 ANALIZA REGIMULUI TRANZITORIU PRIN METODA
VARIABILELOR DE STARE

O importanta simplificare In rezolvarea sistemului de ecuatii
general variabile in timp (1.1) ale unui circuit electric se poate obtine
atunci cand acesta nu contine integrale ale marimilor necunoscute.
Acest lucru se poate obtine caracterizand bobina ideala prin
intensitatea i a curentului ce o parcurge iar condensatorul ideal prin
tensiunea uc la bornele sale.

Daca se elimina si necunoscutele cu o functie pur algebrica (de
exemplu intensitatile curentilor din laturi ce contin numai rezistoare
sau surse ideale de tensiune), numarul ecuatiilor retinute devine egal
cu numarul Ny + Nc = N al elementelor reactive din circuit, adica chiar

cu numarul necunoscutelor: intensitatile curentilor prin bobine i,
(k=1,..., N1 si tensiunea la bornele condensatoarelor u, (k=1,...,

N¢).]. Acesta este totodata chiar ordinul sistemului de ecuatii al

circuitului.
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Retinerea variabilelor i si uc este avantajoasa pentru faptul ca ele
sunt singurele marimi caracteristice ce descriu starea circuitului, ale
caror valori la momentul t pot fi determinate independent, pe baza
unei simple analize a comportarii circuitului. Pe de alta parte
rezolvarea sistemului de ecuatii arata ca aceste variabile pot fi univoc
determinate la orice moment t> t tocmai atunci cand se cunosc
valorile lor initiale, ca si, bineinteles, sursele de excitatie ce actioneaza
in circuit.

Alegerea facuta este convenabila deoarece prezinta si posibilitatea
unui calcul simplu al energiei totale acumulate in orice moment in
circuit:

1 I QL
Wt = 2 2. b +5 2 Cug, (5.61)

jk=1
Din motivele mai sus mentionate, ansamblul marimilor i, si uc,

ordonat intr-un mod oarecare intr-o matrice coloana, este numit

vectorul de stare al sistemului (circuitului):

iy, ()

i, ®
Ol | (5.62)

g, ()

iar elementele sale componente se numesc variabile de stare ale
circuitului.

In principiu este intotdeauna posibila aranjarea celor N ecuatii
ce contin numai variabile de stare, astfel incat derivatele de ordin intai
ale acestor marimi sa fie exprimate sub forma unor combinatii liniare
ale marimilor, la care se adauga evident si termenii datorati marimilor
de excitatie. Sistemul poate fi atunci pus sub urmatoarea forma

matriceala:
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d
E[X(t)] =[AIx(M®]+[BI[y®], (5.63)

numita ecuatia de starea a circuitului.
In ecuatia (5.63) avem:

- [y(t)] — matricea coloana a surselor de excitatie, numita vectorul de
intrare al circuitului;

- [A] - o matrice patrata nesingulara de ordin N, cu elemente
constante (in cazul circuitelor liniare cu parametri concentrati, aici
studiate), numita matricea coeficientilor vectorului de stare;

- [B] — o matrice cu N linii si un numar de coloane egal cu numarul
marimilor de excitatie, ale carei elemente sunt de asemenea
constante, numita matricea coeficientilor vectorului de intrare.

Solutia ecuatiei maticeale (5.63), in conditii precizate, are expresia:

t

[x(1)] = [@(t = t)1[x(t)]+ I [®(t-DI][B][y(v)]dt (5.64)

)

in care [x(t)] este matricea coloana a conditiilor initiale ale circuitului,

iar:
[D()] = exp{Alt} (5.65)

este o functie de matrice e o forma particulara, numita matrice de
tranzitie a sistemului a sistemului.
Se observa ca solutia (1.20) contine doi termeni distincti in care au

fost localizate si strict delimitate efectele unor conditii initiale nenule:
[X; (O] =[Pt - t)][x(E, )] (5.66)

si respectiv ale surselor de excitatie existente in circuit:

t t

[%, ()] = [[®(t - BIy(®]dt = [[®@IBI[Y(t-D]d* (5.67)

) )

In multe situatii este posibild gasirea unei solutii particulare a
ecuatiilor matriceale (5.67). Daca sursele de excitatie sunt, asa cum de
fapt se intampla cel mai adesea, constante sau periodic variabile in
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timp, aceasta este totodata si solutia fortata, de regim permanent a

circuitului [x/(f)] si atunci solutia generala poate fi scrisa sub forma:
[X(] = [P =1,)I([X(E)]=[X; (t)D +[X; (D] (5.68)

determinarea ei fiind considerabil simplificata, deoarece se evita
calculul integralelor din relatia (1.20).

Calculul matricei de tranzitie

Una din cele mai dificile etape in aplicarea metodei variabilelor de
stare este calculul matricei de tranzitie.

Prin definitie, o functie de matrice data [A] este o corespondenta ce
asociaza unei functii exprimabila ca o serie (finita sau infinita) de

puteri a variabilei:

N sau oo N sau oo

f(x)= ;aka , matricea f([A])= kZ:(;ak[A]k (5.69)

Realizarea acestei corespondente este posibila numai cu conditia
ca valorile proprii A; ale matricei [A], adica solutiile ecuatiei
caracteristice:

g(») = Det(A[1]-[A])=0 (5.70)
in care [I] este matricea unitate de ordin n, sa apartina domeniului de
definitie a functiei f{x).

Dintre diferitele metode de calcul a matricei de tranzitie, in cele ce
urmeaza vom ilustra metoda Caley — Hamilton.

Teorema Caley — Hamilton afirma ca orice matrice patrata [A] isi

satisface propria ecuatie caracteristica:
g([A])=[0]. (5.71)

In adevar, intrucat polinomul caracteristic g(A) al unei matrici de

ordinul n are tot gradul n:

g(k)zkzz(;bkkk ) (5.72)

Din teorema Caley — Hamilton rezulta:
146



Conf. dr. ing. Emil CAZACU Bazele electrotehnicii I si II- Note de curs

Al = Zb (A" =101, (5.73)

ceea ce inseamna ca puterea n a matricei se poate intotdeauna
exprima liniar in functie de primele n -1 puteri ale sale.

Generalizand acest rezultat, apare posibilitatea exprimarii functiei
de matrice [A] sub forma unui polinom de gradul (n — 1) in matricea

respectiva:

([A]) = Zc = P[A], (5.74)

Pe de alta parte, este relativ usor de aratat ca valorile proprii

ale matricei [A] sunt in acelasi timp solutii ale ecuatiei:
f()-P() =0, (5.75)

cu acelasi ordin de multiplicitate ca si in ecuatia caracteristica.
Coeficientii cx ai dezvoltarii (5.74) se pot atunci determina

rezolvand sistemul format de ecuatiile:
P(h)=f() (5.76)
cate una pentru fiecare valoare proprie A; simpla a matricei [A] si:
P®)=1t"0), h=0,1,...m-1. (5.77)
cate una pentru fiecare valoare proprie A; multipla de ordin m;.

p
Se obtin astfel ) 'm =n, ecuatii, unde p este numarul valorilor
i=1

proprii distincte ale matricei [A], fiecare cu ordinul de multiplicitate
corespunzator.

In cazul particular in care avem doar doud elemente reactive: o
singura bobina si un singur condensator si toate sursele de excitatie
sunt constante in timp, ecuatiile de mai sus se simplifica
considerabil. In acest caz curentul prin bobina si tensiunea la bornele

condensatorului se determina din ecuatia:
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iL(t) _ iLO_in in
[UC(tJ = [bo[l]+b1[A]]Lco _UCJ{UCJ (5.78)

In ecuatia (1.35) daca t, este momentul comutatiei avem :

- iro $i uco conditiile initiale ale circuitului: valoarea curentului
prin bobina respectiv a tensiunii la bornele condensatorului
inainte de comutatie (t < ).

- ip $i ucpy valorile de regim permanent ale curentului prin
bobina si a tensiunii la bornele condensatorului; la mult timp
dupa comutatie (¢ >> th, t— ).

Valorile lui bo si b1 se determina din ecuatia (5.78) astfel:
1. Daca cele doua valori proprii ale are matricei [A] sunt distincte
A1 # A2 atunci bo si b1 rezulta din ecuatiile:
_ A, exp(A,t) — A, exp(A,t)
{exp(klt):bo +b,A, N ’ A=A,

exp(h,t)=b, +bA, _exp(ht) —exp(h,t) (5.79)
7“1 - 7‘2

b,

Observatie: Daca cele doua radacini A1 si A2 sunt complexe, de cele
mai multe ori se folosesc relatiile matematice de exprimare a functiilor

trigonometrice functie de exponentiale:

exp(jat) —exp(—jat) _exp(jat)+ exp(—jat)
2 ; cosat = > (5.80)

sinat =

2. Daca cele doua valori proprii ale are matricei [A] sunt egale
A1 =X =L cu ordin de multiplicitate 2 atunci bo si b1 rezulta din

ecuatiile:

exp(At) =b, +b,A b, =[1-At]exp(At)
—
texp(At) =b, b, =texp(At) (5.81)
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5.7 STUDIUL REGIMULUI TRANZITORIU PRIN SEPARAREA
COMPONENTEI DE REGIM PERMANENT

In numeroase aplicatii, solutia de regim permanent se poate
determina fara dificultati, cu metode cunoscute si este preferabil sa se
utilizeze calculul operational numai pentru studiul regimului liber, cu
conditiile initiale corespunzatoare regimului tranzitoriu. Ecuatiile
regimului liber sunt ecuatiile obtinute prin anularea surselor de
energie (pasivizare a acestora) si prin introducerea surselor de energie

echivalente conditiilor initiale pentru componentele de regim liber.

Solutia generala este: X(t) =X, (t) + X, (1) (5.82)

Solutia de regim permanent x,(t) se determina ca solutie separata

dupa definitivarea regimului tranzitoriu — de cele mai multe ori o
solutie de curent continuu sau alternativ.

Solutia de regim liber x,(t) se determina dupa pasivizarea surselor de

alimentare cu conditiile initiale x (0)=x(0)-x,(0) in care x(0)reprezinta

conditia initiala, adica este curentul prin bobine sau tensiunile pe

condensatoare inainte de inceperea regimului tranzitoriu, iar x,(0)

reprezinta valoarea solutiei permanente in momentul t=0, de incepere a
regimului tranzitoriu.

Aceasta metoda este foarte utila in cazul in care sursele de energie
sunt sinusoidale si aplicarea directa a metodei operationale ar duce la

calcule matematice complicate.
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6.

CIRCUITE ELECTRICE IN REGIM
PERMANENT CU SURSE COMANDATE

6.1 SURSE COMANDATE - BREVIAR

Sursele comandate (dependente) sunt surse la care tensiunea sau

intensitatea curentului electric depind de marimi ale circuitului in care
este conectata sursa. O sursa comandata este un element cuadripol cu

doua laturi: latura de comanda careia ii este asociata mdrimea de

comanda si latura comandata care contine madrimea comandata

(sursa). Cele douad laturi trebuie sa faca parte din acelasi circuit, fara a

coincide.

Sursele comandate sunt elemente diport active. In toate cazurile
nu se absoarbe putere la intrare, dar se da putere la iesire. Spre
deosebire de sursele independente, care sunt folosite ca marimi de
intrare (excitatie) ale unui circuit, sursele liniare comandate sunt
utilizate pentru modelarea unor dispozitive electrice de putere sau
electronice.

Exista patru tipuri de surse comandate, care se pot clasifica in

doua categorii:
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L surse omogene

1. sursa de tensiune comandata in tensiune e (u,);
2. sursa de curent comandata in curent j.(i.);

II. surse neomogene

1. sursa de tensiune comandata in curent e (i.);

2. sursa de curent comandata in tensiune j (u,)
Daca o sursa e (u.)(]j.(i,)) este caracterizata de ecuatiile i,=0,
u, =A,(t)-u,, respectiv u, =0, i, =A(t)-i,,unde functia de timp este data,
atunci sursa e, (u,)(j.(i,)) este o sursa liniara variabila in timp si

comandata.

Daca o sursa e (u.)(]j.(i,)) este caracterizata de ecuatiile i,=0,
u, = f(u,), respectiv u, =0,i, =f(i,), unde f(s) este o functie neliniara

data, atunci sursa e (u,) (j.(i,)) este o sursa neliniara comandata.

6.1.1 SURSE COMANDATE LINIAR

[ata in continuare reprezentare celor patru tipuri de surse
comandate liniar.

1. sursa de tensiune comandata in tensiune (STCT)

=0 [ (£)
o——"t0 o 2
2, (£) 2, (2] 12,2
I ——— —i—c- o

___________

Fig.6.1 Reprezentarea schematica a sursei de tensiune comandate in

tensiune
h(n=0 =t i_l ©=0 A, - amplificare in tensiune
e, (=AU P (D) =u,(1)-1,(t) #0

2. sursa de tensiune comandata in curent (STCC)
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Fig.6.2 Reprezentarea schematica a sursei de tensiune comandate in

curent
ul(t):() pl(t)=ul(t)-i1(t)=0
e,()y=r-u(t) ps () =u,()-i,(t) =0

r - rezistenta de comanda = rezistenta de transfer

(transrezistenta)

3. sursa de curent comandata in tensiune (SCCT)

w®| L LOGDT | wo

___________

Fig.6.3 Reprezentarea schematica a sursei de curent comandate in

tensiune
L) =0 p®)=u®)-i,(t)=0
LM®=g-u, () ps(t) =u, (1) i,(t) =0

g - conductanta de comanda = conductanta de transfer

(transconductanta)

4. sursa de curent comandatd in curent (SCCC)
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___________

Fig.6.4 Reprezentarea schematica a sursei de curent comandate in

curent

u =0 PO =u®-i,(®)=0

. . . A - amplificare in curent
LO=A -1, Py (t) =u, () -1,(t) # 0

6.1.2 SURSE COMANDATE NELINIAR

Deoarece programele de calcul nu pot recunoaste sursele
comandate neliniar, fiecare dintre aceste elemente este reprezentat
prin cate doua circuite echivalente realizate numai cu rezistoare
neliniare comandate (in curent sau tensiune) si surse comandate
liniar. Acest capitol isi propune abordarea circuitelor cu surse
comandate liniar, cazul celor neliniar comandate reprezentand un

subiect mai dificil de dezbatut si asimilat.

6.1.3 PROPRIETATILE SURSELOR COMANDATE

1) Analiza circuitelor cu surse comandate utilizeaza aceleasi
metode de rezolvare ca si problemele cu surse independente. Se impun
totusi niste precizari:

a) in general, valorile semnalelor de comanda Ir si Ux nu sunt

cunoscute, dar acestea sunt variabile ale circuitului si se
calculeaza folosind ecuatiile de comanda;

b) sursele comandate nu pot fi pasivizate pentru a facilita

analiza, pentru ca aceasta ar anula relatia dintre sursa
comandata si marimea de comanda. Pentru a gasi rezistenta
(respectiv, impedanta echivalenta in complex, pentru

circuitele in curent alternativ) a circuitului la o poarta (sau
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schemele echivalente Thévenin si Norton) se aplica una
dintre urmatoarele metode:

» se calculeaza tensiunea de mers in gol si curentul de

gol

scurtcircuit intre bornele respective, rezultand R, =

sC

U
(respectiv Z, = _Ig"' );

» se pasivizeaza toate sursele independente, pastrandu-le
pe cele comandate si se aplica o tensiune oarecare U (de
obicei, se alege o sursa independenta de 1V) la poarta
respectiva, calculand curentul I debitat de sursa. (Sau se
aplica la poarta respectiva o sursa de curent oarecare — de

obicei, o sursa independenta de 1A - si se calculeaza

e

tensiunea la bornele sursei). Raportul UTzR (sau,

respectiv,

2) De asemenea, bobinele cuplate magnetic pot fi simulate prin
scheme echivalente formate din bobine ideale si surse de tensiune

comandate in curent, conform figurii de mai jos:

. f]_ f} 2 10—;\.—I1 —-\:—q:ili’2 2
Jaadld
# %
U, Joly JoLy Uv,y=1, Jady JenLy U,
7 o—— D ———— 1 2
Eu=jﬂJMfg Ell=jﬂJMI1

Fig.6.5. Desfacerea cuplajului magnetic cu ajutorul surselor
comandate

3) Transformarea rezistentei.
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I F
1 !
£
~ k7 — C)U Kl
R,

Fig.6.6. Transformarea rezistentei

R =

e

E_ U
| U-kU
R

R
1-k

a. k= 0: Sursa comandata se comporta ca un sunt si R, =R;

b. O < k < 1: Caderea de tensiune efectiva pe R este mai mica
decat tensiunea aplicata circuitului, ducand la scaderea

curentului si R<R, <ow;

c. k < 0: Sursa comandata are polaritatea opusa sursei
independente aplicata circuitului, astfel incat caderea efectiva de
tensiune pe R este mai mare decat valoarea tensiunii aplicate.
Aceasta determina o crestere a valorii curentului si deci o scadere

a rezistentei aparente 0 <R, <R;

d. k >1: Deoarece valoarea sursei comandate este mai mare
decat a sursei aplicate, are loc o schimbare a sensului curentului,

ceea ce conduce la un regim cu rezistenta negativa: R, <0. Daca in

cazul rezistentei pozitive sursa aplicata genereaza putere, in cazul

rezistentei negative se primeste putere.
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7.

CUADRIPOLI SI FILTRE ELECTRICE

7.1 CUADRIPOLI ELECTRICI - BREVIAR TEORETIC

Cuadripolul este un diport, iar dintre cele patru marimi (U;, Uo, I,
b)) numai doua sunt independente deoarece anuland tensiunile U; si

Up, curentii I; si > se anuleaza.

1,(2) iy (£

1,(£) (/ C j 2y

Fig. 7.1. Schema electrica a cuadripolului.

Ecuatiile cuadripolului sunt:

unde se noteaza cu A, B, C, D parametrii fundamentali (de transfer) ai

A B
cuadripolului si cu [A]= [E 5} matricea fundamentald a cuadripolului.

1. Interpretarea fizica a parametrilor cuadripolului
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Parametrii A si D sunt adimensionali, B este o impedanta si C este

o admitanta cu urmatoarele interpretari:

A=Z B== c-
L12|2 I

1,=0 =2 !2 =0

1
u,

lz =0

ol
-

=2 U,=0

e A este raportul de transformare al tensiunilor la functionarea

in gol

e Beste impedanta de transfer la functionarea in scurtcircuit

e (Ceste admitanta de transfer la functionarea in gol

e D este raportul de transformare

scurtcircuit

2. Conditia de reciprocitate

la functionarea in

Cuadripolul este reciproc daca, conectand la bornele de intrare

generatorul de tensiune electromotoare E, curentul I, care se stabileste

scurcircuitand bornele de iesire este egal cu curentul I ,care se

stabileste conectand la iesire generatorul E si scurcircuitand bornele

de intrare:

3. Impedante caracteristice

Impedanta caracteristica directa

Se numeste impedanta caracteristica directa Z.1, impedanta de

sarcina Z», care conectata la bornele secundare ale cuadripolului

corespunde unei impedante de intrare primara Z.: egala cu Zci. Ze1 se

numeste impedanta de intrare primara:
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A-Dz+4/(A+D) -4 Z,=
ch = 2C -

ININ
O |lm

)+
)+

(b=

Impedanta caracteristica inversa

Se numeste Z» impedanta caracteristica inversa, impedanta de
sarcina Z1 care conectata la bornele primare ale cuadripolului
corespunde unei impedante de intrare secundare Ze.; egala cu Zco.  Ze2
se numeste impedanta de intrare secundara:

‘;1‘*‘5

, D-A+y(D+Af -4 2,-2222
_'_1+A

Z=c2 2Q

4. Tipuri de cuadripoli

Cuadripol in T

Schema cuadripolului in T contine
Valorile parametrilor de
doua impedante longitudinale Zi1 si Zo1 si 0
transfer sunt:
admitanta transversala Y;.

2y 2Ly
A=1+2,-Y,
B=Z,+2Z,+Y,-Z,-Z,
int
D=1+2,"Y,

Fig. 7.2 Schema cuadripolului in T.

Cuadripol in IT

Schema cuadripolului in IT contine o
Valorile parametrilor de
impedanta longitudinala Z si doua
transfer sunt:
admitante transversale Yi¢ $i Yor.
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A=1+7Z,-Y,,

§:;|

C=Y, +Yu+Z-Y, Y,
D=1+Z,-Y,

Fig. 7.3. Schema cuadripolului in T.
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